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TÓM TẮT 
Dựa trên lý thuyết biến dạng cắt bậc cao cải tiến, bài báo tiến hành 
nghiên cứu đáp ứng uốn tĩnh của dầm quay quanh một trục cố 
định, trong đó dầm chỉ tựa một phần trên nền đàn hồi. Các công 
thức được thiết lập dựa trên phương pháp phần tử hữu hạn, trong 
đó không cần đến bất kỳ hệ số hiệu chỉnh cắt nào, điều này về lý 
thuyết tính toán thể hiện tính ưu việt hơn so với lý thuyết biến 
dạng cắt bậc nhất của Mindlin. Thông qua việc kiểm chứng độ tin 
cậy, bài báo tiến hành khảo sát ảnh hưởng của một số tham số cụ 
thể, đến đáp ứng uốn tĩnh của dầm này, đặc biệt là chiều dài nền, 
tốc độ quay và khoảng cách từ dầm đến trục quay. Các nhận xét 
đưa ra có nhiều ý nghĩa khoa học và thực tiễn đối với các kết cấu 
dạng dầm quay.  
Từ khóa: Dầm quay; phương pháp phần tử hữu hạn; uốn tĩnh. 
 
ABSTRACT 
Based on a new theory of high-order shear strain, this paper 
examines the static bending response of a beam rotating about 
a fixed axis and resting only partially on an elastic base. The 
formulations are established using the finite element method, 
which eliminates the need for a shear correction factor. This 
demonstrates that computational theory is preferable to 
Mindlin's first-order shear strain theory. The article 
investigates the effect of certain specific parameters on the 
static bending response of this beam, particularly the 
foundation length, rotational speed, and distance from the 
beam to the axis of rotation, by establishing the beam's 
reliability. There are numerous scientific and practical 
implications of the findings for rotating beam structures. 
Keywords: Rotating beam; finite element method; static bending. 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ 
Trong thực tế, nhiều kết cấu có thể được mô hình như dầm có 

chuyển động quay quanh trục cố định. Việc nghiên cứu đáp ứng cơ 
học của chúng cũng thu hút sự quan tâm của nhiều nhà khoa học 
[1]-[4], [5]. Ngoài ra, đối với các kết cấu làm bằng vật liệu có khuyết 
tật dạng lỗ rỗng, kết cấu tựa trên nền đàn hồi, và có xét tới ảnh 
hưởng của nhiệt độ cũng được các nhà khoa học đề cập đến. Jalaei 
và Civalek [6] đã sử dụng giải pháp của Navier và cách tiếp cận của 
Bolotin để nghiên cứu sự mất ổn định động của dầm có cơ tính biến 
đổi tựa trên nền đàn nhớt-Pasternak. Demir và Civalek [7] đã nghiên 
cứu đáp ứng uốn của dầm dưới tải trọng tập trung và phân bố dựa 
trên lý thuyết dầm cổ điển Euler Bernoulli. Akgoz và Civalek [8] trình 
bày lời giải chính xác đối với bài toán uốn tĩnh của dầm có hai đầu 
chịu liên kết tựa đơn tựa trên nền đàn hồi. Lời giải giải tích được 
Hanten và các cộng sự [9] sử dụng để phân tích dao động riêng của 
dầm gồm nhiều lớp vật liệu. Việc nghiên cứu ứng xử cơ học của các 
kết cấu dầm, tấm tựa trên các dạng nền đàn hồi khác nhau đã được 
các nhà khoa học quan tâm nghiên cứu, điển hình như trong các 
công trình [10]-[19]. Trong các công trình [20]-[26], [27], các tác giả lại 
đưa ra đáp ứng cơ học của dầm, tấm có xét đến ảnh hưởng của nhiệt 
độ với nhiều lý thuyết tính toán khác nhau. 

Qua đánh giá trên, có thể thấy rằng chưa có công trình khoa 
học nào về đáp ứng uốn tĩnh của dầm quay quanh trục cố định và 
tựa một phần trên nền đàn hồi. Do đó, bài báo này nghiên cứu giải 
bài toán này bằng cách kết hợp phương pháp phần tử hữu hạn và 
lý thuyết biến dạng cắt kiểu mới dạng hàm sin hyperbolic. Lý 
thuyết được đề xuất rất đơn giản và dễ dàng thiết lập các mối 
quan hệ ứng suất và biến dạng, không cần thêm bất kỳ hệ số hiệu 
chỉnh cắt nào, trong khi các đáp ứng cơ học của kết cấu vẫn đảm 
bảo độ chính xác cần thiết.  Thông qua các tính toán, bài báo 
muốn khẳng định rằng đáp ứng uốn tĩnh của dầm có chuyển động 
quay và tựa một phần trên nền đàn hồi mang nhiều đặc điểm khác 
hẳn với các dầm thông thường đã biết, các kết quả nghiên cứu này 
là tài liệu tham khảo có giá trị khi thiết kế, chế tạo và sử dụng 
chúng trong thực tế.  

 
2. MÔ HÌNH TÍNH TOÁN VÀ CÔNG THỨC TÍNH TOÁN 
Xét dầm có mô hình như hình 1, dầm quay quanh trục cố định 

với vận tốc gốc ω. Khoảng cách từ đầu dầm đến trục quay là r. Dầm 
tựa một phần trên nền đàn hồi với hai tham số của nền đàn hồi là 
kw và ks, chiều dài phần tựa trên nền đàn hồi là c. Dầm có chiều dài 
L, mặt cắt ngang có chiều cao h và bề rộng b. 
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Hình 1. Dầm chịu uốn quay quanh trục cố định 
Dầm chịu tải trọng phân bố đều, để thiết lập công thức tính 

toán, bài báo sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc cao cải tiến [28, 
29], theo đó, trường chuyển vị tại điểm bất kỳ có dạng: 
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Ứng suất pháp σxx liên quan đến biến dạng dài, và ứng suất cắt 

xz liên quan biến dạng cắt có các biểu thức sau: 
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Năng lượng của dầm được tính như sau: 
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Năng lượng của nền đàn hồi được định nghĩa là: 
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với kw và ks là hai hệ số của nền đàn hồi. 
Vì dầm quay quanh trục cố định, năng lượng của lực quán tính 

do chuyển động quay gây ra đối với dầm [30, 31]:  
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với lực ly tâm F được tính như sau [30]: 
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trong đó  là mật độ của vật liệu. 

Công của ngoại lực phân bố đều lên dầm Q0  có dạng sau: 
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 Để xác định phương trình cân bằng của dầm, bài báo sử dụng 
nguyên lý Hamilton: 
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Trong bài báo này, dầm chia thành các phần tử hai điểm nút, 

mỗi nút chứa bốn bậc tự do: 
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trong đó các thành phần chuyển vị tại mỗi điểm trong phần tử 
dầm được xấp xỉ thông qua các hàm nội suy Lagrange và Hermite 
N i  và H i như sau: 
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hoặc viết gọn ở dạng ma trận như sau: 
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và các thành phần biến dạng được tính theo véc tơ chuyển vị 
nút như: 
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Từ đó, thu được biểu thức năng lượng của phần tử dầm như 
sau: 
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Năng lượng của lực quán tính ly tâm và của nền đàn hồi được 
tính như sau: 
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 Công của ngoại lực tác dụng lên dầm được tính toán bằng 
biểu thức sau: 

 
 

   
 
u H H Q u Fluc T T

e b s 0 e e
L

b. dx (17) 

Thay các biểu thức từ (15) - (17) vào phương trình (10), phương 
trình cân bằng tĩnh của dầm quay quanh trục cố định có dạng sau: 

    K K K u Fdam nen quay
e e e e e

e e
              (18) 

Chuyển vị của dầm chịu uốn sẽ nhận được từ giải phương trình 
(18), bằng việc thay đổi các tham số nền, tốc độ quay, khoảng cách 
r từ dầm tới trục quay, sẽ ảnh hưởng đến các ma trận độ cứng 
tương ứng ở vế trái của phương trình (18), do đó đáp ứng của dầm 
sẽ khác nhau. 

 
3. VÍ DỤ KIỂM CHỨNG ĐỘ TIN CẬY 
Phần này xem xét 2 ví dụ để đánh giá độ tin cậy của lý thuyết 

và mô hình cơ học đã trình bày ở phần trên, trong đó kết quả tính 
toán số của bài báo được so sánh với các công trình khác đã công 
bố.  

Ví dụ 1: Ví dụ này so sánh đáp ứng uốn của dầm tựa đơn hai đầu 
(S-S). Các tham số hình học và vật liệu của dầm là L/h=16, E = 70 Gpa 
và = 0.3. Dầm chịu tải trọng phân bố đều cướng độ q0, Tham số 

chuyển vị lớn nhất không thứ nguyên được tính toán và so sánh (với I 

= bh3/12) là:  max
4
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 . Bảng 1 trình bày chuyển vị lớn nhất 

không thứ nguyên thu được từ bài báo này và phương pháp Ritz [32], 
trong đó, bài báo này sử dụng lưới chia phần tử tăng dần. Có thể quan 
sát thấy rằng với lưới 10 phần tử đảm bảo độ chính xác cần thiết. Do 
đó, các kết quả tính toán ở phần dưới đây sẽ sử dụng lưới này. 

Bảng 1. Chuyển vị không thứ nguyênw  của dầm chịu tải trọng 
phân bố đều, S-S, L/h = 16 

Bài báo Phương 
pháp 

Ritz [32] 
7 phần 

tử 
9 phần 

tử 
10 phần 

tử 
12 phần 

tử 
14 phần 

tử 
1.009 1.009 1.009 1.009 1.009 1.009 

Ví dụ 2: Ví dụ này kiểm chứng chuyển vị lớn nhất của dầm tựa trên 
nền đàn hồi hai hệ số. Các thông số hình học và vật liệu của dầm là: 

chiều dài L, chiều rộng b, bề dày h, 
4
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s
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 (với I = 

bh3/12). Dầm chịu tải trọng phân bố đều q0. Bảng 2 trình bày so sánh 

chuyển vị lớn nhất không thứ nguyên  max4
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EIw w
P L

 thu được từ bài 

báo này, phương pháp cầu phương vi phân (DQM) [33] và lời giải 
chính xác [33]-[34]. 

Bảng 2. Chuyển vị lớn nhất không thứ nguyên  max4
0

EIw w
PL

 

của dầm chịu tải trọng phân bố đều tựa trên nền đàn hồi hai hệ số, 
S-S 
Hai tham số nền 

đàn hồi 
L/h=120 

wK  sK  DQM [33] [33]  [34] Bài báo 

0 
0 1.302 1.302 1.303 1.301 

10 0.644 0.644 0.645 0.644 
25 0.366 0.366 0.367 0.366 

10 
0 1.180 1.180 1.181 1.180 

10 0.613 0.613 0.614 0.613 
25 0.355 0.355 0.356 0.355 

100 
0 0.640 0.640 0.640 0.639 

10 0.425 0.425 0.426 0.425 
25 0.282 0.282 0.283 0.282 

 
4. KHẢO SÁT MỘT SỐ YẾU TỐ ẢNH HƯỞNG 
Để thuận tiện cho quá trình tính toán, bài báo đưa ra một số 

thông số không thứ nguyên như sau: 
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a. Ảnh hưởng của chiều dài nền đàn hồi c 
Phần này sẽ nghiên cứu ảnh hưởng của chiều dài miền đàn hồi 

bằng cách tăng dần giá trị của c từ 0 đến L/2, kết quả tính toán 
được vẽ như trên hình 2 và 3 đối với hai điều kiện biên khác nhau, 
có thể rút ra một số nhận xét như sau: 

- Đối với trường hợp dầm tựa đơn hai đầu, khi tốc độ quay của 
dầm bằng không: nếu không có nền đàn hồi (c=0) thì đường 
chuyển vị là đối xứng qua vị trí giữa dầm (x/L=0.5), tuy nhiên khi c 
tăng dần, thì đường chuyển vị không còn đối xứng qua vị trí giữa 
dầm nữa, chiều dài của nền đàn hồi càng lớn thì vị trí có chuyển vị 
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lớn nhất càng dịch về phía xa trục quay. 
- Khi dầm không có chuyển động quay, chuyển vị lớn nhất của 

dầm ở hai điều kiện biên đều lớn hơn nhiều so với trường hợp dầm 
có chuyển động quay, điều này chứng tỏ lực quán tính do chuyển 
động quay làm dầm có khả năng chịu uốn tốt hơn.  

- Với dầm tựa đơn hai đầu, khi dầm có chuyển động quay, vị trí 
chuyển vị lớn nhất càng xa trục quay, điều này có được là do lực 
quán tính ly tâm gây ra. 
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a. Tốc độ quay =0, r/L=1                                                         b. Tốc độ quay = 10, r/L=1 
Hình 2. Sự phụ thuộc chuyển vị của dầm vào chiều dài dầm tựa trên nền đàn hồi, dầm 

tựa đơn hai đầu S-S, *
wK = 200, *

sK = 20 
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a. Tốc độ quay =0, r/L=1                                                     b. Tốc độ quay = 10, r/L=1 

Hình 3. Sự phụ thuộc chuyển vị của dầm vào chiều dài nền đàn hồi, dầm ngàm 1 đầu, 
một đầu tự do CF, *

wK = 200, *
sK = 20 

b. Ảnh hưởng của khoảng cách từ trục quay đến dầm r 
Thay đổi khoảng cách từ trục quay đến dầm r sao cho tỷ lệ r/L 

biến đổi từ 0 đến 2, kết quả tính toán đường chuyển vị dọc theo 
dầm được thể hiện như trên hình 4. Qua đây, có thể thấy rằng: 

- Với dầm tựa đơn hai đầu, khi khoảng cách r càng lớn, thì điểm 
có chuyển vị lớn nhất của dầm càng lệch ra xa trục quay. 

- Ở cả hai điều kiện biên tựa đơn hai đầu và ngàm một đầu thì 
khoảng cách r càng lớn, chuyển vị lớn nhất của dầm càng giảm. 
Điều này chứng tỏ khoảng cách r ảnh hưởng đáng kể đến vị trí cực 
đại của chuyển vị (đối với dầm tựa đơn hai đầu), mà còn ảnh 
hưởng đến giá trị lớn nhất của chuyển vị 
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               a. Dầm tựa đơn hai đầu                                                     b. Dầm ngàm 1 đầu, một đầu tự 

do 
Hình 4. Sự phụ thuộc chuyển vị của dầm vào khoảng cách từ trục quay đến dầm, Tốc 

độ quay = 10, c/L = 1/4 *
wK = 200, *

sK = 20 

c. Ảnh hưởng của tốc độ quay 

Tăng dần tốc độ quay của dầm sao cho giá trị của *  thay đổi 
từ 0 đến 10, kết quả đáp ứng đường độ võng của dầm được vẽ như 

trên hình 5, một vài kết luận được rút ra như sau: 
- Khi tốc độ quay tăng lên, chuyển vị lớn nhất của dầm giảm 

xuống, điều này chứng tỏ ảnh hưởng của lực quán tính ly tâm đối 
với dầm trong trường hợp dầm quay là đáng kể. 

- Với dầm có điều kiện biên đối xứng (tựa đơn hai đầu và ngàm 
hai đầu), tốc độ quay không những ảnh hưởng tới hình dáng của 
đường chuyển vị, mà còn ảnh hưởng tới cả giá trị lớn nhất của 
chuyển vị. 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

w
*

x/L
 

 

*=0
*=4
*=8
*=10

 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-35

-30

-25

-20

-15

-10

-5

0

w
*

x/L
 

 

*=0
*=4
*=8
*=10

 
                                            a. Dầm tựa đơn hai đầu                                            b. Dầm ngàm 
1 đầu, một đầu tự do 
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c. Dầm ngàm hai đầu 

Hình 5. Sự phụ thuộc chuyển vị của dầm vào tốc độ quay, r/L = 1, c/L = 1/4 *
wK = 

200, *
sK = 20 

 
5. KẾT LUẬN 
Bài báo đã trình bày phương pháp phần tử hữu hạn kết hợp với 

lý thuyết biến dạng cắt kiểu mới để nghiên cứu đáp ứng uốn tĩnh 
của dầm tựa một phần trên nền đàn hồi và có chuyển động quay 
quanh trục cố định. Lý thuyết tính toán được kiểm chứng tin cậy 
bằng cách so sánh với một số công trình đã công bố trước đây. 
Đồng thời, bài báo tiến hành khảo sát ảnh hưởng của một số tham 
số nền, tốc độ quay, khoảng cách từ dầm đến trục quay, từ đó rút 
ra một số kết quả có ý nghĩa khoa học và tực tiễn. Từ các kết quả 
của nghiên cứu này, việc thiết kế và sử dụng kết cấu dầm quay làm 
việc trong môi trường nhiệt độ cần phải quan tâm đến nhiều tham 
số, trong đó đặc biệt chú ý đến tốc độ quay của dầm, khoảng cách 
từ đầu dầm đến trục quay.  
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