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Tom tit

Trong bai bdo nay, ching t6i nghién civu vé sw cong hudng tong qudt trén mang
lwdi gom hai hé phwong trinh vi phdn dang FitzHugh-Nagumo véi lién két tuyén tinh
mét chiéu. Cy thé, ching téi tim diéu kién di doi véi dd manh lién két va xdy dung bo
diéu khién cong huong dé sw cong hieong tong quat xdy ra, cing véi mé phong so dé
kiém tra lai két qua 1y thuyét tim dwoc. Két qua cho thdy c¢é sw thong nhat gitta két qua
Iy thuyét va phwong phdp s6, déic biét la sy hiéu qua cia bo diéu khién cong hwong
dwoc xdy dung.

Tir khéa: cong huong tong quat, FitzHugh-Nagumo, hé phuwong trinh vi phan,

lién két tuyén tinh
Abstract

SUFFICIENT CONDITION FOR GENERALIZED SYNCHRONIZATION IN
THE NETWORKS OF TWO ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS
OF FITZHUGH-NAGUMO TYPE WITH UNIDIRECTIONALLY LINEAR
COUPLING

In this paper, we study the generalized synchronization in the network of two
ordinary differential equations of FitzHugh-Nagumo type with unidirectionally linear
coupling. Specifically, we search for sufficient conditions on the coupling strength and
construct a synchronous controller to get the generalized synchronization. This paper
also presents the simulations for checking the theoretical results. The results show that
there is agreement between theoretical results and numerical methods, especially the
effectiveness of the constructed synchronous controller in this work.
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1. Giéi thiéu

Sw céng hwong hay sw dong bo héa 1a mot hién twong vo cling quan trong trong tu
nhién va trong khoa hoc phi tuyén, dic biét 1a trong mang lu6i cac hé phuong trinh dao
dong duoc lién két yéu véi nhau (Aziz-Alaoui, 2006).

Trong nhitng nim gan day, sy dong bd hoa di dugc nghién ctru rong rii trén nhiéu
linh vue, nhiéu hién tuong ty nhién cling phan anh sy déng bd héa nhu su di chuyén tao
thanh timg dam mAay cua dan chim, sy di chuyén ciia dan ca chép trong hd, sy di chuyén
ctia doan diéu hanh, sy nhan va truyén thong tin ctia mét nhom céc té bao, ... (Braun,
Wissing, Schafer & Hirsch, 1994; Fitzhugh, 1960; Nagumo, Arimoto & Yoshizawa,
1962). Chinh vi thé viéc nghién ciru vé sy dong bo hoa trong mang ludi cac té bao 1a hét
strc can thiét.

Su cong hudng c6 nghia 1a ¢ cing dic tinh & cung thoi diém. C6 rat nhiéu loai
cong huong. Chang han nhu sy cong huong dong nhat trong mot mang ludi gdm hai hé
phuong trinh thi sy dong bd héda c6 nghia 1a hé phuong trinh ndy s& sao chép nhing dic
tinh cia hé phuong trinh kia ké tir mot thoi diém nao do (Aziz-Alaoui, 2006). Pi co
nhiéu két qua nghién ctru vé sy cong huong ddng nhét xét trén cac mang ludi té bao khac
nhau, twong tmg voi nhiéu mé hinh mé phong khac nhau cia té bao (Ambrosio & Aziz-
Alaoui, 2012; Ambrosio & Aziz-Alaoui, 2013; Phan Van Long Em, 2022; Phan Van
Long Em, 2023), nhung chwa c6 mot nghién ctru cu thé ndo vé sw céng hirong tong qudat
trong mang ludi cac hé phuong trinh vi phan dang FitzHugh-Nagumo. Trong khi ching
ta chi biét rang sy cong huong tong quét 1 khai niém rong va tong quat hon so vai su
cong huong dong nhat (Aziz-Alaoui, 2006). N6i cach khac, su cong huong dong nhét chi
la mét trong nhitng trudng hop déc biét cua su cong hudng téng quat. D6 chinh 1a 1i do
ma chiing t6i chon chu d& sy cong hudng tong quat cho cong trinh nghién ctru nay.

Dé cho viéc nghién ciru tré nén dé hiéu hon, trong bai bao nay chi xét mang ludi
gém 2 té bao véi lién két myén tinh mot chiéu, nghién ctru tim ra diéu kién du ddi vai
d6 manh lién két dé cho su déng bo hoa téng quat xay ra. Trong do, mdi té bao duoc
gioi thiéu boi mot hé phuong trinh vi phan mang tén M6 hinh FitzHugh-Nagumo
(FHN), m6 hinh nay dugc biét 1a mé hinh hai chiéu don gian hoa tir hé phuong trinh ndi
tiéng ctia Hodgkin-Huxley (Ermentrout & Terman 2009; Hodgkin & Huxley, 1952;
Nagumo, Arimoto & Yoshizawa, 1962). Tuy 1a mé hinh don gian hon, nhung né cé
nhiéu két qua giai tich ddng chu y va giit dugc cac tinh chat, y nghia vé mit sinh hoc.
Mo hinh nay duoc tao thanh tir hai phuong trinh ciia hai bién u va v. Bién dau tién 1a
bién nhanh, duoc goi la bién hoat ndo, no thé hién cho dién ap cua mang té bao. Bién
thr hai 1a bién cham, né thé hién cho mot sb dai lugng vat i phu thudc thoi gian nhu do
dan dién cta dong ion di ngang qua mang té bao. Hé huong trinh FitzHugh-Nagumo
duoc biéu dién boi hé sau, st dung ki hiéu nhu trong (Ambrosio & Aziz-Alaoui, 2012;
Ambrosio & Aziz-Alaoui, 2013):
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d
(gd—l::gut =f(u)-v+1
J @
dv
{—:vt =au—-bv+c
dt
trong d6, a,b va ¢ 1a cac hang sd (a va b duong), 0< & <1, t € ¥ 1a bién thoi gian

va f(u) = —u®+3u, | 1a dong dién kich hoat tir bén ngoai.

2. Sw cong hudng tong quat trong mang lwéi gdm hai hé phwong trinh
dang FitzHugh-Nagumo véi lién két tuyén tinh mét chiéu

Trong bd nio con nguoi co rat nhiéu té bao, chiing lién két véi nhau tao thanh mot
mang ludi té bao. Mot mang ludi t& bao 1a mot hé théng cac té bao duoc lién két véi
nhau vé mit sinh 1y hoc. Sy trao d6i giita chung chu yéu 1a dua vao céc qua trinh dién
hoa. Bai bdo nay nghién ciu diéu kién du trén d6 manh lién két dé c6 duoc su d@)ng bd
hoa tong quat trong mang ludi gdm 2 té bao lién két tuyén tinh mot chiéu. Trong do,
mdi té bao duge mo ta bang mot hé phuong trinh vi phan dang FitzHugh-Nagumo (1).

Ta xem hé phuong trinh (1) nhu mé hinh dién 4p ctia mot t& bao, tir d6 ta xay
dung mang luéi gdm 2 té bao (1) v6i lién két tuyén tinh mot chidu nhu sau:

eu, = f(u)-v, +1

v,, =au, —bv, +c¢ 5
ey = f(u)-v,+1-9g,,(,-u) @)
v, =au, —bv, +c

trong do, (u;,v;),i =1,2 dugc xdy dung nhu hé (1), g, la mot hang s6 duong dai dién
cho d manh lién két.

Dinh nghia 1. Dat |e,|+[5| 12 sai sé cong husng, trong
doie, =u, —¢(u,),e, =v, —e(v,), voi ¢,¢ la cic anh xa kha vi lién tyuc. Chiing ta noi
rang mang luéi (2) 1a cong hudng tong quat néu sai sb cong huong tién vé 0 khi t tién
vé vo cing.

Mang luéi (2) c6 thé dat dugc su cong hudng ddong nhat voi mot gid tri d6 manh
lién két du 16n (Phan Van Long Em & Nguyen Thi Kim Ngan, 2022). Tuy nhién, dé dat
duoc su cong hudng téng quat theo dinh nghia 1 1a rat kho néu ta giit nguyén mang luéi
(2) duge xay dung nhu trén ma khong cé bét ki tac dong nao khac 1én né. Néi cach khac
dé su cong hudng téng quét xay ra, chung ta can xay dung bd diéu khién cho mang luéi
(2). Cu thé, @é cong huong té bao thur nhit va té bao thir hai cua mang ludi (2), chiing ta
can xay dyung va cong bo diéu khién thém vao té bao thi hai nhu sau:
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VvV, = au

1t 17 MY (3)

| 8Uy = f(u,)-v,+1-gg,(u,-u)+w,

[vzt =au, —bv, +c+w,

trong d6, bo diéu khién w,, W2 duoc thiet ké nhu sau:

5
(wz _ . ‘2(“1) Uy = F(AU)) + @(v) = 1+ g, ($(U,) - Uy) — K8,
(4)
@ = 220 o) - bp(v,) - o
ov,

v6i mot nguyén tic cai tién duoc thiét ké nhu sau:
2
Ky = 1085, (%)

trong do, r, la mot hang s6 duong tuy .

Duéi tac dong ciia cac bo dicu khién duoc xay dung & trén, phuong trinh vi phan
clia cac sai s& cong huong thanh phan twong tmg véi hé (3) duge tinh nhu sau:

e, = g{u2t —%uﬂ}

= f(u)-v, + 1 =g, —u) - f(#(u))+e(v) -1 +9,,(4u)-u) ke, (6)
f(u,) = f(4(u,)) = (v, —(v,)) = 9y, (U, = d(u,)) — ke,
= f(u,) - f(a(u)) —& — 9,8, —K,e,,

va
_ op(v,)
2t = Vo — avll Vi
= au, ~bv, + ¢~ ag(y,) ~ bp(v,) — ¢ (7)
= ae, — be,.

Pinh li 1. Ham s6 f théa man diéu kién sau ddy:
£ (u) - f(p(u;))|< Blu - p(u)) ®)

trong do, u;,u;,i, j =1,2 la cac di¢n dap té bao, ¢ dwge xdc dinh nhw trong Pinh nghia

1va B la mot s6 thiee diong.
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Chirng minh. V&imoi u;,u,,i, j =1,2, chung ta co:

f(u) = F(p(u))) =-u’ +3u, +4(u))’ - 3¢(u))
= (U, — (u))[ 3~ (u; = $(u )’ ~ug(u ) |.

Vi u,,i =12 bichan va nam trong mot tap compact (Ambrosio, Aziz-Alaoui, and
Phan, 2019), nén ¢(u.) ciing bi chin, do ¢ lién tuc. Do dé, ton tai mot s6 thuc dwong
S sao cho:

|f(u) = f ()| < Blu, - plu))] i, i =12

Chay 1. Néu g(u;)=u; va o(v,) =v,,j=12, thisycong huong téng quat tre
thanh sy cong hudong dong nhat.

Tiép theo, ching ta nghién ciru van dé sy cong hudng tong quat ciia mang ludi
(2). Két qua chinh duoc néu trong Pinh li sau:

Pinh li 2. Néu Oy > B thi mang luedi (2) cé thé dat dwege sw cong hieong tong
qudat dudi tac dong ciia bo diéu khién (4) va nguyén tdc cdi tién (5).

Chirng minh. Chung ta xay dung ham s Lyapunov nhu sau:

I

1, ., a. ,)
V('[):Etage2 +6, +—k2J. 9)

Tinh dao ham ciia V (t) theo thoi gian, két hop véi (6) va (7), ta dugc:

dv (1)

__ a
. ase,e,, + 6,6, +—k,k

272t
2

ae, ( f(u,) - f(a(uy))-e, - Jgyn€; — k,e, ) +¢€,(ae, —be,) + ak2e22 (10)

ae, (f(u,) - f(4(u))-ae,e, —ag,,e, —ak,e, + &,ae, — be, +ak,e,

=ae, (f(u,) - f(4(u,)))-ag,,e, —be,.

Str dung Pinh 1i 1, ta cé:

dv (t) 2 2 =2
<|ape, —ag, e, —be
dt [ ﬁ 2 gsyn 2 2:| (11)
<|a(B-g,.)e; — b, |
Boivi g, > B, nén (11) co thé dugc danh gia nhu sau:
dv (t) (1 2 2]
——<-y|—(age, +8&,) |, 12
ot 7L2( ; + & )J (12)
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trong do,

y = min{M;Zb}.

&

Tir (12), tacé 0 <V (t) <V (0). St dung bat déng thirc nay cung véi (9), ta suy ra
rang V (t) bi chan. Dya vao 1y thuyét on dinh Lyapunov va nguyén 1y bét bién cua
LaSalle (Aeyels, 1995), ta co:

lim (|e,|+[g,]) = 0.

t—>+o0

Khi do, theo Dinh nghia 1 thi mang ludi (2) dat dugc sy cdng hudng téng quat.
Dinh li da dugc chirng minh.

3. M6 phéng s6 va thio luin

Trong phan nay, chiing t6i trinh bay két qua mo phong sb vé viéc tim gia tri du
16n cho d6 manh lién két ciing nhu kiém tra xem bo diéu khién (4) va nguyén tic cai
tién (5) duoc xay dung nhu trén c6 thuc sy hiéu qua. Két qua mo phong sé duoc thuc
hién dbi véi mang ludi (2) trén C++ va hinh anh dit liéu dugc trinh bay trén Gnuplot,
v6i gia tri cac tham sé duge cho nhu sau:

a=1b=0.001,c=0,1 =0,6 =0.1.

Két qua dugc thé hién trong hinh 1, biéu dién sai s cong hudng theo thoi gian
gitta hai hé phuong trinh trong mang ludi (2), trong d6 ching t6i 1ay:

#(x) = —cosx —Lp(x) = 2x* -1,
va
94, = 0.5;1, = 0.3;t €[0;2000].

Cu thé, hinh 1(a) biéu dién sai s6 cong huong theo thoi gian U cia mang ludi (2)
khong c6 cong thém bo diéu khién (4) ciing nhu nguyén tic cai tién (5). Ching ta thay
rang, sai sb cong huong khong tién vé 0, nghia 14 sy cong hudng tong quat di khong xay
ra. Hinh 1(b) biéu dién sai s6 cong huong theo thoi gian T ciia mang ludi (2) co cong
thém bo diéu khién (4) cling nhu nguyén tic cai tién (5). Chiing ta thay ring sai s6 cong
hudng di tién vé khong. Néi mot cach khac, sy cong huong tong quat da xay ra. Didu nay
noi 1én rang bd dicu khién va nguyén tic cai tién ma chung ta xay dung 14 c6 hidu qua.

Nhu vdy, néu d6 manh lién két khong du 16n s& khong xay sy cong hudng (Phan
Van Long Em & Nguyen Thi Kim Ngan, 2022), va néu khong c6 bo diéu khién cing
vGi nguyén tic cai tién duoc thém vao thi sy cong hudng tong quat ciing khong xay ra
du do manh lién két ¢6 16n di chang nira.
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Hinh 1. Sai 56 céng hudng tong qudt giita hai hé phwong trinh vi phdn dang FitzHugh-
Nagumo vdéi lién két tuyén tinh mot chiéu. Hinh (a) khong c6 bo diéu khién (4)
va nguyén tdc cdi tién (5); Hinh (b) ¢6 bg diéu khién (4) va nguyén tdc cdi tién (5).

4. Két luan

Bai bao da dua ra diéu kién du ddi v6i d6 manh lién két dé dat duoc sy cong
huong tong quat trong mang ludi gdm hai hé phuong trinh vi phan dang FitzHugh-
Nagumo véi lién két tuyén tinh mot chidu. Tuy nhién, dé dat dugc sy cong hudng tong
quat nay thi phai thiét ké thém mot b didu khién (4) dé cong vao thém cho hé phuong
trinh thi hai trong mang luéi (2). Nghién ctru con trinh bay két qua mo phong sb va két
qua cho thiy bo diéu khién duoc thiét ké hoan toan hitu hiéu trong viéc tao ra su cong
hudéng tong quat theo Pinh nghia 1. Tuong lai, chung t6i s& nghién ctru su cong hudong
téng quat nay trong mang ludi co nhiéu hé phuong trinh hon.
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