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TÓM TẮT 
Trong những năm gần đây, các bài toán về giao thông được nhiều nhà khoa học trong và ngoài 

nước quan tâm  nghiên cứu. Việc tìm mật độ giao thông tại một thời điểm giúp ta dự báo được có 

xảy ra tắc nghẽn giao thông không. Vấn đề này sẽ được giải quyết thông qua việc giải bài toán 

phương trình luồng giao thông. Bài báo trình bày mô hình toán học cho hiện tượng xe lưu thông 

trên một tuyến phố thông qua phương trình luồng giao thông. Các tham số mô tả chuyển động của 

các phương tiện giao thông gồm tham số mô tả mật độ; tham số mô tả vận tốc; tham số mô tả lưu 

lượng xe. Bằng cách sử dụng phương pháp sai phân phương trình đạo hàm riêng, bài báo giải 

quyết một bài toán cụ thể cho phương trình luồng giao thông trên một tuyến phố. 

Từ khóa: Phương trình luồng giao thông, mật độ, lưu lượng, vận tốc, sai phân 
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ABSTRACT 
In recent years, traffic problems are interested in reseach by many domestic and foreign scientists. 

Finding traffic density at a time help us predict whether traffic congestion occurs. This problem 

will be solved through  solving the problem of the flow equation. The paper presents a 

mathematical model for the phenomenon of vehicles traveling on a street through the traffic flow 

equation. The parameters describe the movement of vehicles including parameters describing the 

density, velocity, flux. By using the differential derivative equation method, the paper addresses a 

specific problem for the traffic flow equation on a street. 
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1. Giới thiệu 

Trong toán học và kỹ thuật lưu lượng giao 

thông là nghiên cứu tương tác giữa  xe cộ, tài 

xế và cơ sở hạ tầng (bao gồm đường cao tốc, 

biển báo và thiết bị kiểm soát giao thông), 

nhằm mục đích phát triển tối ưu mạng lưới 

đường bộ với lưu lượng  giao thông hiệu quả 

và giảm thiểu tắc nghẽn giao thông [1]. 

Lý thuyết toán học của lưu lượng giao thông 

và phân tích cân bằng giao thông lần đầu tiên 

được giới thiệu bởi Frank Knite vào năm 

1920, và được giải quyết bởi Wardrop với các 

nguyên lý cân bằng thứ hai. 

Mark H. Holmes [3] đã giới thiệu mô hình 

toán học cho hiện tượng xe lưu thông trên 

đường phố dưới dạng phương trình đạo hàm 

riêng. Vấn đề tìm lời giải số cho một bài 

toán chưa được quan tâm. Bằng phương 

pháp số, mà cụ thể là phương pháp sai phân 

phương trình đạo hàm riêng, bài báo trình 

bày việc giải quyết một bài toán cụ thể trên 

một tuyến phố.  

Cấu trúc của bài báo gồm 5 phần: Sau phần 

giới thiệu là Phần 2, trình bày về mô hình 

toán học của bài toán luồng giao thông; Phần 

3 trình bày về lược đồ sai phân của phương 

trình luồng giao thông; Phần 4 trình bày kết 

quả thực nghiệm của bài toán; Cuối cùng là 

phần kết luận. 

2. Mô hình toán học của bài toán luồng 

giao thông 

Trong mô hình toán học, các đối tượng ở đây 

sẽ được xác định là ô tô và đường đi là đường 

cao tốc. Trong bài báo chúng tôi cũng giả 

định rằng các đối tượng đủ nhiều đến mức 

không cần thiết phải theo dõi từng đối tượng 

riêng lẻ và ta có thể sử dụng giá trị trung bình.  

Sau đây bài báo trình bày một số tham số của 

bài toán. 

Định nghĩa 2.1 (Hàm mật độ) Hàm mật độ là 

hàm hai biến ,x t (với x  là vị trí còn t  là thời 

gian), được ký hiệu là  ,x t  và được xác 

định bởi   1
0 0,

2

m
x t

x
 


, trong đó 1m  là số 

lượng xe từ vị trí  

0x x   đến vị trí 0x x   tại thời điểm 

0t t .  

Giả sử x  là đủ nhỏ để chỉ chứa các ô tô 

trong vùng lân cận của điểm 0x  nhưng đủ lớn 

để có thể chứa được các ô tô. Khi đó  

  1
0 0

0
, lim

2x

m
x t

x 
 


. 

Định nghĩa 2.2 (Hàm lưu lượng) Hàm lưu 

lượng là hàm hai biến ,x t (với x  là vị trí còn 

t  là thời gian), được ký hiệu là  ,J x t  và 

được xác định bởi   2
0 0,

2

m
J x t

t



, trong đó 

2m  là số lượng xe  

chạy qua vị trí 0x  từ thời điểm 0t t  đến 

thời điểm  0t t  .  

Giả sử t  đủ nhỏ, khi đó 

  2
0 0

0
, lim

2t

m
J x t

t 



. 

Định nghĩa 2.3 (Hàm vận tốc) Hàm vận tốc 

là hàm hai biến ,x t  (với x  là vị trí còn t  là 

thời gian) được ký hiệu là  ,v x t  và được xác 

định bởi  0 0

1

1
,

n

i

i

v x t v
n 

  , trong đó iv  

( 1,2,...,i n ) là vận tốc của xe thứ i trong 

khoảng thời gian 0t t đến 0t t   và từ vị 

trí 0x x   đến 0 .x x   

Từ định nghĩa 2.2 và 2.3 ta có lưu lượng và 

vận tốc được liên hệ bởi đẳng thức .J v .  

Để làm rõ hơn các tham số trên, ta xét mô 

hình giao thông phân bố đồng đều sau:
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Hình 1. Phân bố đồng đều 

Giả sử trên một đoạn đường cao tốc, các xe đều có độ dài là l  và khoảng cách giữa các xe đều là 

d như Hình 1. Khi đó:  

Số xe từ vị trí x x đến vị trí x x  là 
2 x

l d




, do đó mật độ được xác định  

 
0

2

1
, lim

2x

x

l dx t
x l d 



  
 

. 

Số lượng xe qua vị trí x  từ thời điểm t t  đến thời điểm t t  là 
2v t

l d




, do đó lưu lượng 

được xác định  
0

2

, lim
2t

v t

vl dJ x t
t l d 



 
 

. 

Một vấn đề được đặt ra ở đây là chúng ta phải thiết lập mối liên hệ của các tham số mật độ, lưu 

lượng và vận tốc. Luật cân bằng cho mật độ sau đây sẽ thiết lập mối liên hệ giữa các tham số này. 

Luật cân bằng cho mật độ (xem [3]) Đặt 1N  là số lượng xe từ vị trí 0x x   đến vị trí 0x x   

tại thời điểm 0t t  ; 2N  là số lượng xe từ vị trí 0x x   đến vị trí 0x x   tại thời điểm 

0t t ; 1M  là số lượng xe đi qua vị trí 0x x  trong khoảng thời gian 0t t đến 0t t  ; 2M là 

số lượng xe đi qua vị trí 0x x   trong khoảng thời gian 0t t đến 0t t  . Khi đó  

1 2 1 2.N N M M                                                            (1) 

Từ định nghĩa về mật độ, lưu lượng và từ luật cân bằng trên ta có: 

         0 0 0 0 0 0 0 02 , , 2 , ,x x t t x t t t J x x t J x x t                  (2) 

Sử dụng khai triển Taylor khi đó (2) trở thành: 

 

       
2 3 2 31 1 1 1

2 2 .. ...
2 6 2 6

t tt ttt t tt tttx t t t t t t       
    

                  
    

 

       
2 3 2 31 1 1 1

2 ... ...
2 6 2 6

x xx xxx x xx xxxt J xJ x J x J J xJ x J x J
    

                  
    

. 

Rút gọn hai vế đẳng thức trên ta được 

      2 2
.t xO t J O x                                                    (3) 
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Cho 0x   và 0t  khi đó (3) trở thành 

J

t x

 
 

 
, điều này dẫn tới 

  0.v
t x

 
  

 
  

Xét trên một đoạn đường có độ dài L, khi đó 

phương trình luồng giao thông trên đoạn 

đường này  như sau:  

 

   

   

0, 0 , 0,

,0 ,

0, ,

v x L t
t x

x f x

t g t

 
       


 

 


     (4) 

trong đó hàm  f x là mật độ ban đầu ở vị trí 

x  tai thời điểm 0,t  còn hàm  g t là điều 

kiện biên của bài toán, là mật độ ở vị trí 

0x   tại thời điểm .t   

3. Lược đồ sai phân của phương trình 

luồng giao thông 

 

Trong bài báo này, ta xét vận tốc v a  không 

đổi, khi đó bài toán (1) là  

   

   

. 0, 0 , 0,

,0 ,

0, .

a x L t
t x

x f x

t g t

 
      


 

 


        (5) 

Xét miền  ( , ) :0 ;0Q x t x L t T     , chia 

miền Q thành ô bởi những đường thẳng 

, 0,1,2,..., ; , 0,1,2,..., .i jx x i n t t j m      

Đặt ,
L T

h
n m

    ta có 

, 0,1,2,....,n; . , 0,1,2,..., .i jx ih i t j j m      

Mục tiêu của phương pháp là tìm nghiệm gần 

đúng của bài toán tại các nút  ,i j . 

Áp dụng công thức Taylor ta có 

1 1( , ) ( , )
( , ) ( )

2

i j i j

i j

x t x t
x t o

t

   
  

 
;  

1 1( , ) ( , )
( , ) (h)

2

i j i j

i j

x t x t
x t o

h x

   
 


.   (6) 

Thay (6) vào (5) ta được  

       

   

   

1 1 1 1, , , ,
. 0,i 1,2,..,n 1; j 1,2,..., 1,

2 2

,0 ,i 0,1,2,..,n,

0, , j 0,1,2,..., .

i j i j i j i j

i i

j j

x t x t x t x t
a m

h

x f x

t g t m

   
   
      



  

  



 

Bằng cách chuyển vế ta được 

       

   

   

1 1 1 1

.
, , t , , ,i 1,2,..,n 1; j 1,2,..., 1,

,0 ,i 0,1,2,..,n,

0, , j 0,1,2,..., .

i j i j i j i j

i i

j j

a
x t x x t x t m

h

x f x

t g t m

   

             

  

  


             (7) 

Lược đồ (7) được gọi là lược đồ sai phân của bài toán (5), nó cho phép ta tính được mật độ ở vị 

trí i  tại thời điểm thứ 1j   thông qua các thời điểm trước đó. 

4. Kết quả thực nghiệm 
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Xét trên một tuyến phố có độ dài khoảng 10 km, giả sử mỗi xe có độ dài 5.2 m, chuyển động với 

vận tốc 50 km/h.  

Với giả thiết mật độ ban đầu tại thời điểm 0t   ở vị trí x  trên đoạn đường 

là  
20 1 0 1,

2

10 1 10.

x
khi x

f x

khi x

  
    

  
  

và điều kiện biên của bài toán là mật độ ở vị trí 0x  tại thời 

điểm t  là  
 20 1 0 1,

0 1.

t khi t
g t

khi t

   
 


. Bằng cách sử dụng Mathlab với lược đồ sai phân (7) ta 

được kết quả sau với lưới chia 
1

0,5 ;
6

x km t     giờ. 

Bảng 1. Kết quả thực nghiệm của bài toán (Kết quả được làm tròn đến hàng đơn vị) 
 

    ;x km t h
  

 

 0;0
  

1
0,5;

6

 
 
 

  

1
1;

3

 
 
   

1
2;

2

 
 
   

1
2,5;

2

 
 
 

  

2
2;

3

 
 
   

 

 3;1
  

 ,
xe

x t
km


 
 
    

 

20 
 

126 
 

135 

 

124 
 

110 
 

118 
 

146   

    ;x km t h
 

 

 5;1
 

1
7;

2

 
 
   

 

 7,5;1
 

5
8;

6

 
 
   

1
8;

2

 
 
   

2
9;

3

 
 
   

 

 9,5;1
 

 ,
xe

x t
km


 
 
   

 

143 
 

122 
 

145 
 

163 
 

117 
 

100 
 

96 

 

5. Kết luận 

Bài báo đã giới thiệu về mô hình toán học của 

phương trình luồng giao thông và lời giải số 

cho bài toán. Đây là kết quả quan trọng bước 

đầu để nhóm tác giả phát triển sang việc giải 

quyết bài toán trên một mô hình thành phố 

bao gồm nhiều tuyến phố liên thông với nhau.  

6. Lời cảm ơn  

Bài báo là sản phẩm khoa học của đề tài cấp 

cơ sở có mã số T2019-07-19, được tài trợ bởi 

kinh phí của Trường Đại học Công nghệ 

Thông tin và Truyền thông. 
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