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TÓM TẮT 

Cho f0, …, fn là các hàm chỉnh hình độc lập tuyến tính trên một trường đóng đại số và  là tập hợp 

tất cả các tổ hợp tuyến tính không tầm thường của f0, …, fn. Trong bài báo này chúng tôi sẽ chứng 

minh một kết quả về quan hệ giữa bậc không điểm của Wronskian của các hàm f0, …, fn với bậc 

không điểm có thể có của các hàm thuộc . 
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ABSTRACT 
Let f0, …, fn be p−adic holomorphic functions and L is the set of all of non-trivial linear 

combinations of f0, …, fn. In this paper we will prove a result of relationship between the degree of 

zeros of Wronskian of the functions f0,…, fn with the possible orders of zeros of functions in L. 
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1. Giîi thi»u

K½ hi»u K l  mët tr÷íng �âng �¤i sè, câ �°c sè khæng, �¦y �õ vîi gi¡ trà tuy»t �èi
khæng Acsimet “| |”. Cho g l  mët h m nguy¶n tr¶n K v  z0 l  mët �iºm tòy þ tr¶n
K. Khi �â trong l¥n cªn cõa z0, h m g(z) câ biºu di¹n d÷îi d¤ng chuéi lôy thøa hëi
tö

g(z) =
∞∑
n=m

an(z − z0)n, (m > 0, am 6= 0),

khi �â ta k½ hi»u g∗(z0) = am, ordg(z0) = m v  gåi l  bªc khæng �iºm cõa g t¤i z0.
Tr÷íng hñp g(z0) 6= 0 ta k½ hi»u ordg(z0) = 0.
Cho f0, . . . , fn l  c¡c h m nguy¶n tr¶n K khæng câ khæng �iºm chung v  ½t nh§t

mët trong chóng kh¡c h¬ng. Wronskian cõa c¡c h m f0, . . . , fn �ành ngh¾a bði

W = W (f0, . . . , fn) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f0 . . . fn
f ′0 . . . f ′n
... . . . ...

f
(n)
0 . . . f

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
K½ hi»u L = L(f0, . . . , fn) l  tªp hñp t§t c£ c¡c tê hñp tuy¸n t½nh khæng t¦m

th÷íng cõa c¡c h m f0, . . . , fn. Tø M»nh �· 1 ta th§y, t¤i méi �iºm z0 ∈ K, c¡c bªc
khæng �iºm câ thº câ t¤i z0 cõa c¡c h m thuëc L t¤o n¶n mët d¢y d0, d1, . . . , dn thäa
m¢n d0 = 0 < d1 < · · · < dn v  �÷ñc gåi l  d¢y c¡c sè mô �°c tr÷ng cõa c¡c h m
f0, . . . , fn t¤i z0.
Trong b i b¡o n y chóng tæi s³ chùng minh mët quan h» giúa bªc khæng �iºm cõa

Wronskian c¡c h m f0, . . . , fn vîi c¡c sè mô �°c tr÷ng cõa c¡c h m f0, . . . , fn t¤i z0.
K¸t qu£ cõa chóng tæi nh÷ sau:
�ành lþ 1. Cho f0, . . . , fn l  c¡c h m nguy¶n �ëc lªp tuy¸n t½nh tr¶n K khæng

câ khæng �iºm chung v  ½t nh§t mët trong chóng kh¡c h¬ng. Vîi méi z0 ∈ K, gåi

d0, d1, . . . , dn l  d¢y c¡c sè mô �°c tr÷ng cõa f0, . . . , fn t¤i z0. Khi �â

i) N¸u W (z0) 6= 0 th¼ d0 = 0 < d1 < · · · < dn = n;

ii) N¸u W (z0) = 0 th¼ d0 = 0 < d1 < · · · < dn phö thuëc v o z0, hìn núa, trong

tr÷íng hñp n y bªc khæng �iºm cõa W t¤i z0 b¬ng

n∑
j=1

dj −
n(n+ 1)

2
.

Chó þ r¬ng, Anderson v  Hinkkanen ([1]) �¢ câ k¸t luªn t÷ìng tü trong tr÷íng
hñp phùc. Ð �¥y chóng tæi xem x²t trong tr÷íng hñp p−adic vîi c¡c chùng minh chi
ti¸t hìn.



2. M»nh �·

Trong ph¦n n y chóng tæi s³ chùng minh mët bê �· c¦n thi¸t cho chùng minh k¸t
qu£ ch½nh. Cho f0, . . . , fn l  c¡c h m nguy¶n �ëc lªp tuy¸n t½nh tr¶n K khæng câ
khæng �iºm chung v  ½t nh§t mët trong chóng kh¡c h¬ng. K½ hi»u L = L(f0, . . . , fn)
l  tªp hñp t§t c£ c¡c tê hñp tuy¸n t½nh khæng t¦m th÷íng cõa c¡c h m f0, . . . , fn.
Khi �â ta câ m»nh �· sau:
M»nh �· 1. Vîi méi z0 ∈ K, c¡c bªc câ thº câ t¤i khæng �iºm z0 cõa c¡c h m

thuëc L t¤o n¶n mët d¢y d0(z0), d1(z0), . . . , dn(z0) thäa m¢n

0 = d0(z0) < d1(z0) < · · · < dn(z0).

Chùng minh. Gåi z0 ∈ K l  mët �iºm tòy þ, theo gi£ thi¸t c¡c h m f0, . . . , fn l  �ëc
lªp tuy¸n t½nh n¶n tçn t¤i j0 : 0 6 j0 6 n sao cho fj0(z0) 6= 0. Gi£ sû fj0(z0) = α 6= 0,

ta �°t g0 = fj0/α v  d0(z0) = 0, khi �â g0(z0) = 1.

Vîi méi h m fi (i 6= j0). Ta thi¸t lªp h m hi(z) nh÷ sau:

hi(z) =

{
fi(z)− fi(z0)g0(z) n¸u fi(z0) 6= 0

fi(z) n¸u fi(z0) = 0,

khi �â hi(z0) = 0. �°t m = ordhi(z0), do hi(z0) = 0 n¶n hi biºu di¹n �÷ñc d÷îi d¤ng

hi(z) = am(z − z0)m + am+1(z − z0)m+1 + . . .

trong l¥n cªn z0, trong �â m > 1, am 6= 0 v  m phö thuëc v o h m fi. Ta thay th¸
h m fi ban �¦u b¬ng h m hi/am.
Sau khi thüc hi»n vîi t§t c£ c¡c i 6= j0 ta s³ �÷ñc n + 1 h m: h m g0 v  n h m

fi(i 6= j0) mîi m  méi trong chóng l  h m gèc ban �¦u hay l  mët tê hñp tuy¸n t½nh
cõa h m �â. Hiºn nhi¶n méi h m fi �·u biºu di¹n �÷ñc d÷îi d¤ng

fi(z) = (z − z0)mi + ami+1(z − z0)mi+1 + . . .

trong l¥n cªn z0. Hìn núa, do c¡c h m f0, . . . , fn l  �ëc lªp tuy¸n t½nh v  tø c¡ch
x¥y düng ta suy ra c¡c h m n + 1 h m mîi (h m g0 v  n h m fi(i 6= j)) công �ëc
lªp tuy¸n t½nh.
�°t d1(z0) = min

i 6=j
{mi} > 1 v  ta chån mët trong sè c¡c h m fi(i 6= j0) mîi m  bëi

khæng �iºm t¤i z0 b¬ng d1(z0), ta gåi l  h m fj1 . �°t g1 = fj1 , khi �â

g1(z) = (z − z0)d1(z0) + ad1(z0)+1(z − z0)d1(z0)+1 + . . . .

Vîi méi h m fi trong n − 1 h m cán l¤i, ta thay th¸ chóng bði h m β(fi − λg1)
vîi c¡c sè th½ch hñp β 6= 0 v  λ phö thuëc v o fi sao cho méi h m trong chóng câ
bªc khæng �iºm t¤i z0 ½t nh§t l  d1(z0) + 1 v  h» sè câ ch¿ sè th§p nh§t kh¡c 0 trong
khai triºn chuéi lôy thøa t¤i z0 b¬ng 1.



Ta ti¸p töc qu¡ tr¼nh cho �¸n khi cán mët h m cuèi còng ta s³ �÷ñc mët d¢y ph¥n
bi»t c¡c sè nguy¶n khæng ¥m dj(z0), j = 0, 1 . . . , n, thäa m¢n

d0(z0) = 0 < d1(z0) < d2(z0) < · · · < dn(z0),

v  c¡c h m �ëc lªp tuy¸n t½nh gj, j = 0, 1, . . . , n, trong �â méi h m gj l  mët trong
c¡c h m gèc f0, . . . , fn ban �¦u hay l  mët tê hñp tuy¸n t½nh cõa c¡c h m �â, tùc l 
gj ∈ L(f0, . . . , fn) v  thäa m¢n

gj(z) = (z − z0)dj(z0) + adj(z0)+1(z − z0)dj(z0)+1 + . . .

trong lªn cªn z0. Tùc l  ordgj(z0) = dj(z0).

B¥y gií gi£ sû g ∈ L tòy þ, do c¡c h m gj, j = 0, 1, . . . , n, l  c¡c tê hñp tuy¸n t½nh
cõa c¡c h m f0, . . . , fn, do �â h m g câ thº biºu di¹n �÷ñc d÷îi d¤ng mët tê hñp
tuy¸n t½nh cõa c¡c h m g0, . . . , gn, tùc l 

g =
n∑
j=0

ajgj,

trong �â c¡c aj khæng �çng thíi b¬ng 0. �°t

m = min
j∈{0,1,...,n}

{j : aj 6= 0}.

Khi �â g câ khæng �iºm bëi dm(z0) t¤i z0 (n¸u g(z0) 6= 0 th¼ m = 0). Do mët trong
c¡c aj c¦n ph£i kh¡c khæng n¶n n¸u g(z0) = 0 th¼ bªc cõa g t¤i z0 l  mët trong c¡c
sè d1(z0), . . . , dn(z0) v  n¸u g(z0) 6= 0 th¼ bªc cõa g t¤i z0 b¬ng d0(z0) = 0. �

3. Chùng minh �ành lþ 1

Gåi g0, g1, . . . , gn l  c¡c h m �÷ñc x¥y düng trong chùng minh cõa M»nh �· 1. K½
hi»u G = W (g0, g1, . . . , gn), theo t½nh ch§t cõa Wronskian ta câ

W (g0, g1, . . . , gn) = C.W (f0, f1, . . . , fn), (3.1)

trong �â C l  mët h¬ng sè kh¡c khæng.
Tr÷îc h¸t ta chùng minh n¸u W (f0, f1, . . . , fn)(z0) 6= 0 th¼ dj(z0) = j vîi måi

j = 0, 1, . . . , n. Thªt vªy, do W (f0, f1, . . . , fn)(z0) 6= 0 ta câ

W (g0, g1, . . . , gn)(z0) 6= 0.

B¥y gií ta s³ chùng minh vîi méi k ∈ {0, 1, . . . , n} tçn t¤i h m g ∈ L(f0, . . . , fn),
sao cho ordg(z0) = k. Hiºn nhi¶n, vîi k = 0 ta ch¿ c¦n chån h m g0(z) ∈ L thäa m¢n
y¶u c¦u. Vîi k > 0, ta k½ hi»u

A =


g0(z0) . . . gn(z0)
g′0(z0) . . . g′n(z0)

... . . . ...
g
(n)
0 (z0) . . . g

(n)
n (z0)

 .



Do W (g0, g1, . . . , gn)(z0) 6= 0 ta câ detA 6= 0, suy ra h¤ng cõa ma trªn A b¬ng n+1.
�i·u n y k²o theo k dáng b§t ký trong ma trªn A �·u �ëc lªp tuy¸n t½nh. �°c bi»t,
k dáng �¦u ti¶n cõa ma trªn A l  �ëc lªp tuy¸n t½nh. X²t h» ph÷ìng tr¼nh

g
(j)
0 (z0)a0 + g

(j)
1 (z0)a1 + · · ·+ g(j)n (z0)an = 0, j = 0, 1, . . . , k − 1 (3.2)

v  �i·u ki»n

g
(k)
0 (z0)a0 + g

(k)
1 (z0)a1 + · · ·+ g(k)n (z0)an 6= 0. (3.3)

Do k dáng �¦u ti¶n cõa ma trªn A l  �ëc lªp tuy¸n t½nh n¶n h» (3.2) câ nghi»m khæng
t¦m th÷íng, trong sè c¡c nghi»m §y, s³ câ nghi»m thäa m¢n (3.3). Gåi (a0, a1, . . . , an)
l  mët nghi»m cõa h» (3.2) thäa m¢n (3.3), �°t

g(z) = a0g0 + a1g1 + · · ·+ angn.

Khi �â g(z) ∈ L(f0, f1, . . . , fn) v  ordg(z0) = k. Nh÷ vªy, vîi méi k ∈ {0, 1, . . . , n}
tçn t¤i h m g ∈ L(f0, . . . , fn), sao cho ordg(z0) = k. K¸t hñp vîi M»nh �· 1 ta suy
ra dj(z0) = j vîi måi j = 0, 1, . . . , n. Tø �â suy ra kh¯ng �ành (i) cõa �ành lþ.
B¥y gií ta x²t tr÷íng hñp n¸u W (z0) = 0. Tø (3.1) ta câ

ordW (z0) = ordG(z0),

do �â khæng m§t t½nh têng qu¡t ta thay th¸ c¡c h m fj bði c¡c h m gj t÷ìng ùng.
Khi �â

ordfj(z0) = dj(z0); f ∗j (z0) = 1

vîi j = 0, 1, . . . , n. Ta k½ hi»u dj = dj(z0), j = 0, 1, . . . , n, khi �â fj biºu di¹n �÷ñc
d÷îi d¤ng

fj(z) = (z − z0)dj(z0) +O((z − z0)dj(z0)+1).

K²o theo, vîi méi k = 0, 1, . . . , n,

f
(k)
j (z) = dj(dj − 1) . . . (dj − k + 1)(z − z0)dj−k +O((z − z0)dj+1−k).

Chó þ r¬ng c¡ch biºu di¹n n y �óng ngay c£ khi k > dj, v¼ khi �â, mët trong c¡c sè
(dj − 1), . . . , (dj − k+1) s³ b¬ng 0. Do c¡c h m f

(k)
j (z) �·u biºu di¹n �÷ñc d÷îi d¤ng

chuéi lôy thøa cõa (z − z0), do �â sau khi t½nh to¡n trüc ti¸p, �ành thùc Wronskian
W �÷ñc biºu di¹n d÷îi d¤ng chuéi lôy thøa cõa (z − z0) nh÷ sau:

W (z) = c(z − z0)m +O((z − z0)m+1), (3.4)

ð �¥y, m = ordW (z0).

B¥y gií ta �i t½nh c v  m, tø biºu di¹n cõa c¡c h m f
(k)
j (z) ta d¹ d ng suy ra

W =
∑
σ

sgn(σ)
n∏
j=0

f
(σ(j))
j ,



trong �â têng l§y qua t§t c£ c¡c ph²p ho¡n và σ cõa tªp {0, 1, . . . , n}. D¹ th§y

f
(σ(j))
j (z) = dj(dj − 1) . . . (dj − σ(j) + 1)(z − z0)dj−σ(j) +O((z − z0)dj+1−σ(j)).

K²o theo

c =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1
d1 . . . dn

d1(d1 − 1) . . . dn(dn − 1)
... . . . ...

d1(d1 − 1) . . . (d1 − n+ 1) . . . dn(dn − 1) . . . (dn − n+ 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

L§y dáng thù 2 cëng v o dáng thù 3 ta �÷ñc dáng thù 3 l  c¡c d2j . T÷ìng tü c¡c dáng
kh¡c ta s³ cëng v o mët tê hñp tuy¸n t½nh th½ch hñp cõa c¡c dáng tr¶n, ta s³ �÷ñc
dáng thù k l  c¡c dk−1j . Do �â

c =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1
d1 . . . dn
d21 . . . d2n
... . . . ...
dn1 . . . dnn.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Suy ra gi¡ trà cõa c b¬ng vîi �ành thùc Vandermonde, n¶n c =
∏

16i<j6n
(dj − di) 6= 0

do dj l  c¡c sè ph¥n bi»t. Ngo i ra

m =
n∑
j=0

(dj − σ(j)) =
n∑
j=0

dj −
∑
j=0

σ(j)

=
n∑
j=0

dj −
n(n+ 1)

2
.

�ành lþ �÷ñc chùng minh.
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