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TÓM TẮT 
Trong bài báo này chúng tôi nghiên cứu bài toán hai cấp trong không gian Hilbert thực: 

tìm nghiệm có chuẩn nhỏ nhất trên tập nghiệm của bài toán bất đẳng thức biến phân. Chúng 

tôi đề xuất một phương pháp lặp mới giải bài toán hai cấp này, đồng thời thiết lập sự hội tụ 

mạnh của phương pháp. 

Từ khóa: Bất đẳng thức biến phân; không gian Hilbert; chuẩn nhỏ nhất; bài toán hai cấp; 

toán tử đơn điệu. 
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ABSTRACT 
In this paper we study the problem of finding a minimum norm solution over the set of 

solutions of a variational inequality in Hilbert spaces. In order to solve this bilevel problem, we 

propose a new iterative method and establish a strong convergence theorem for it. 
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1 Giới thiệu

Cho H là một không gian Hilbert thực với tích vô hướng 〈·, ·〉 và chuẩn ‖ · ‖. Cho C là một tập

con lồi đóng khác rỗng của H. Cho ánh xạ G : C → H (thường được gọi là ánh xạ giá). Bài

toán bất đẳng thức biến phân (đơn trị) trong H được phát biểu như sau: Tìm x∗ ∈ C sao cho

〈G(x∗), x− x∗〉 ≥ 0 ∀x ∈ C. (1)

Ký hiệu ΩG là tập nghiệm của bài toán (1). Bài toán bất đẳng thức biến phân (1) được giới

thiệu lần đầu tiên vào năm 1966 khi Philip Hartman và Guido Stampacchia công bố những

nghiên cứu đầu tiên của mình về bất đẳng thức biến phân liên quan đến việc giải các bài toán

biến phân, bài toán điều khiển tối ưu và các bài toán biên trong lý thuyết phương trình đạo

hàm riêng. Bài toán bất đẳng thức biến phân đã và đang thu hút được nhiều sự quan tâm của

các nhà toán học vì các mô hình của nó chứa nhiều bài toán quan trọng của một số lĩnh vực

khác nhau trong toán học ứng dụng như tối ưu hóa, bài toán điểm bất động, lý thuyết trò chơi,

cân bằng mạng lưới giao thông . . . (xem [2,4,5,10]). Nhiều phương pháp giải bài toán bất đẳng

thức biến phân đã xây dựng, trong đó phương pháp chiếu đóng vai trò quan trọng vì sự đơn

giản và thuận lợi trong quá trình tính toán . . . (xem [1,6, 7]).

Bài toán tìm nghiệm có chuẩn nhỏ nhất là bài toán tìm phần tử x∗ ∈ C sao cho

‖x∗‖ ≤ ‖x‖ ∀x ∈ C. (2)

Trong bài báo này, chúng tôi đề xuất một phương pháp lặp mới giải bài toán (2) trong trường

hợp C là tập nghiệm của bài toán bất đẳng thức biến phân (1), nghĩa là tìm phần tử x∗ ∈ ΩG

sao cho

‖x∗‖ ≤ ‖x‖ ∀x ∈ ΩG. (3)

Ký hiệu Ω là tập nghiệm của bài toán (3). Giả thiết rằng Ω 6= ∅.

2 Một số kiến thức bổ trợ

Để xây dựng dãy lặp và chứng minh định lý hội tụ mạnh, ta cần một số kiến thức bổ trợ sau.

Cho C là một tập con, lồi, đóng, khác rỗng của không gian Hilbert thực H. Hình chiếu

của một điểm x ∈ H trên C, ký hiệu PC(x), là một điểm thuộc C và gần điểm x nhất, được

xác định bởi

PC(x) = argmin {‖x− y‖ : y ∈ C}. (4)

Hình chiếu PC(x) của x trên C luôn tồn tại và duy nhất và PC là một ánh xạ không giãn, nghĩa

là

‖PC(x)− PC(y)‖ ≤ ‖x− y‖.



Một ánh xạ G : C → H được gọi là η-đơn điệu mạnh ngược trên C, nếu

〈G(x)−G(y), x− y〉 ≥ η‖G(x)−G(y)‖2 ∀x, y ∈ C, η > 0. (5)

Ký hiệu Fix(S) là tập điểm bất động của ánh xạ S : C → C, nghĩa là Fix(S) = {x∗ ∈ C :

S(x∗) = x∗}.

Bổ đề 2.1 (xem [3]) Cho C là một tập con lồi đóng trong không gian Hilbert thực H, S :

C → H là một ánh xạ không giãn. Khi đó nếu Fix(S) 6= ∅ thì ánh xạ IH−S là ánh xạ nửa đóng

tại y ∈ H, nghĩa là với mọi dãy {xk} ⊂ C hội tụ yếu đến phần tử x̄ ∈ C và dãy {(IH−S)(xk)}
hội tụ mạnh đến y thì (IH − S)(x̄) = y.

Bổ đề 2.2 (xem [8]) Cho {sn} là dãy số thực không âm thỏa mãn sn+1 ≤ (1−βn)sn + γn với

mọi n ≥ 0, trong đó {βn} và {γn} là các dãy số thực thỏa mãn các điều kiện sau:

(i) {βn} ⊂ (0, 1) và
∑∞
n=0 βn =∞,

(ii) lim supn→∞
γn
βn
≤ 0 hoặc

∑∞
n=0 |βnγn| <∞.

Khi đó limn→∞ sn = 0.

3 Kết quả chính

Cho H là một không gian Hilbert thực, C là một tập con lồi đóng khác rỗng của H, G : H → H
là một ánh xạ. Ta xây dựng dãy lặp {xk} như sau:

yk = PC(xk − λG(xk)), xk+1 = (1− µαk)yk, (6)

trong đó λ, µ là các số thực không âm và {αk} là dãy tham số thực.

Sự hội tụ của phương pháp lặp (6) được cho trong định lý sau đây.

Định lý 3.1 Cho C là một tập con, lồi, đóng, khác rỗng của không gian Hilbert thực H và ánh

xạ G : H → H là ánh xạ η-đơn điệu mạnh ngược trên H. Nếu các số thực λ, µ và dãy tham số

thực {αk} thỏa mãn các điều kiện

(C1) 0 < λ ≤ 2η, 0 < µ < 2,

(C2) 0 < αk ≤ min{1, 1
τ
}, τ = 1− |1− µ|,

(C3) lim
k→∞

αk = 0, lim
k→∞

∣∣∣ 1
αk+1
− 1

αk

∣∣∣ = 0,
∞∑
k=0

αk =∞,



thì dãy {xk} được xác định bởi (6) hội tụ mạnh đến nghiệm duy nhất của bài toán (3).

Chứng minh. Ta xây dựng ánh xạ Sk : H → H như sau

Sk(x) = PC(x− λG(x))− µαk[PC(x− λG(x))] ∀x ∈ H. (7)

Sử dụng tính η-đơn điệu mạnh ngược của ánh xạ G, tính chất không giãn của phép chiếu PC

ta nhận được

‖PC(x− λG(x))− PC(y − λG(y))‖2 ≤ ‖x− λG(x)− y + λG(y)‖2

= ‖x− y‖2 + λ2‖G(x)−G(y)‖2 − 2λ〈x− y,G(x)−G(y)〉

≤ ‖x− y‖2 + λ(λ− 2η)‖G(x)−G(y)‖2 ≤ ‖x− y‖2 ∀x, y ∈ H. (8)

Từ đây suy ra

‖Sk(x)−Sk(y)‖ = ‖PC(x−λG(x))−µαk[PC(x−λG(x))]−PC(y−λG(y))+µαk[PC(y−λG(y))]‖

≤ (1− αkτ)‖x− y‖, (9)

với τ = 1 − |1 − µ| ∈ (0, 1] (xem [9]). Do đó, Sk là ánh xạ co trên H. Theo Nguyên lý ánh xạ

co Banach, tồn tại điểm bất động ξk thỏa mãn Sk(ξ
k) = ξk. Với mỗi x̂ ∈ ΩG, đặt

C =

{
x ∈ H : ‖x− x̂‖ ≤ µ‖x̂‖

τ

}
,

kết hợp với tính chất không giãn của phép chiếu PC , suy ra ánh xạ SkPC là ánh xạ co trên H.
Do vậy, tồn tại duy nhất điểm zk thỏa mãn Sk[PC(zk)] = zk. Đặt z̄k = PC(zk), từ (7) và (9) ta

suy ra

‖zk − x̂‖ = ‖Sk(z̄k)− x̂‖ ≤ ‖Sk(z̄k)− Sk(x̂)‖+ ‖Sk(x̂)− x̂‖

= ‖Sk(z̄k)− Sk(x̂)‖+ ‖Sk(x̂)− PC(x̂− αkG(x̂))‖

≤ (1− αkτ)‖z̄k − x̂‖+ µαk‖PC(x̂− αkG(x̂))‖ ≤ (1− αkτ)
µ‖x̂‖
τ

+ µαk‖x̂‖ =
µ‖x̂‖
τ

.

Điều này chỉ ra rằng zk ∈ C và Sk[PC(zk)] = Sk(z
k) = zk. Do vậy, ξk = zk ∈ C.

Mặt khác, với bất kỳ dãy con {ξki} của dãy {ξk} thỏa mãn

ξki ⇀ ξ̄ , lim
k→∞

αk = 0,

khi i→∞

‖PC(ξki−λG(ξki))−ξki‖ = ‖PC(ξki−λG(ξki))−Ski(ξki)‖ = µαki‖PC(ξki−λG(ξki))‖ → 0 (10)



Theo (8), ánh xạ PC(· − αkG(·)) là không giãn trên H, kết hợp với (10), Bổ đề 2.1 và ξki ⇀ ξ̄,

suy ra PC(ξ̄ − λG(ξ̄)) = ξ̄. Vậy ξ̄ ∈ ΩG.

Tiếp theo, ta chứng minh

lim
j→∞

ξkj = x∗ ∈ Ω.

Thật vậy, đặt

z̄k = PC(ξk − λG(ξk)),

v∗ = (µ− 1)(x∗),

vk = (µ− 1)(z̄k).

Vì Skj(ξ
kj) = ξkj và x∗ = PC(x∗ − λG(x∗)) nên ta có

(1− αkj)(ξkj − z̄kj) + αkj(ξ
kj + vkj) = 0

và

(1− αkj)[I − PC(· − λG(·))](x∗) + αkj(x
∗ + v∗) = αkj(x

∗ + v∗).

Khi đó,

−αkj〈x∗+v∗, ξkj−x∗〉 = (1−αkj)〈ξkj−x∗−(z̄kj−x∗), ξkj−x∗〉+αkj〈ξkj−x∗+vkj−v∗, ξkj−x∗〉.
(11)

Theo bất đẳng thức Schwarz, ta có

〈ξkj − x∗ − (z̄kj − x∗), ξkj − x∗〉 ≥ ‖ξkj − x∗‖2 − ‖z̄kj − x∗‖‖ξkj − x∗‖

≥ ‖ξkj − x∗‖2 − ‖ξkj − x∗‖2 = 0, (12)

và

〈ξkj − x∗ + vkj − v∗, ξkj − x∗〉 ≥ ‖ξkj − x∗‖2 − ‖vkj − v∗‖‖ξkj − x∗‖

≥ ‖ξkj − x∗‖2 − (1− τ)‖ξkj − x∗‖2 = τ‖ξkj − x∗‖2. (13)

Kết hợp (11), (12) và (13), ta được

−τ‖ξkj−x∗‖2 ≥ 〈x∗+v∗, ξkj−x∗) = µ〈x∗, ξkj−x∗〉 = µ〈x∗, ξkj−ξ̄〉+µ〈x∗, ξ̄−x∗〉 ≥ µ〈x∗, ξkj−ξ̄〉.

Vậy

τ‖ξkj − x∗‖2 ≤ µ〈x∗, ξ̄ − ξkj〉.

Cho j → ∞, dãy {ξkj} hội tụ mạnh đến x∗. Khi đó, tồn tại một dãy con {ξkj} của dãy {ξk}
thỏa mãn

0 ≤ lim inf
k→∞

‖ξk − x∗‖ ≤ lim sup
k→∞

‖ξk − x∗‖ = lim
j→∞
‖ξkj − x∗‖ = 0.



Vậy, dãy {ξk} hội tụ mạnh đến điểm x∗ ∈ Ω.

Mặt khác, theo (9), ta xét

‖xk − ξk‖ ≤ ‖xk − ξk−1‖+ ‖ξk−1 − ξk‖ = ‖Sk−1(xk−1)− Sk−1(ξk−1)‖+ ‖ξk−1 − ξk‖

≤ (1− αk−1τ)‖xk−1 − ξk−1‖+ ‖ξk−1 − ξk‖. (14)

Từ đánh giá

‖ξk−1 − ξk‖ = ‖Sk−1(ξk−1)− Sk(ξk)‖ = ‖(1− αk)z̄k − αkvk − (1− αk−1)z̄k−1 + αk−1v
k−1‖

= ‖(1− αk)(z̄k − z̄k−1)− αk(vk − vk−1) + (αk−1 − αk)(z̄k−1 + vk−1)‖

≤ (1− αk)‖z̄k − z̄k−1‖+ αk‖vk − vk−1‖+ |αk−1 − αk|µ‖z̄k−1‖

≤ (1− αk)‖z̄k − z̄k−1‖+ αk|1− µ|‖ξk − ξk−1‖+ |αk−1 − αk|µ‖z̄k−1‖,

ta suy ra

αkτ‖ξk−1 − ξk‖ ≤ |αk−1 − αk|µ‖z̄k−1‖,

hay

‖ξk − ξk−1‖ ≤ µ|αk−1 − αk|‖z̄k−1‖
αkτ

. (15)

Thay (15) vào (14), ta được

‖xk − ξk‖ ≤ (1− αk−1τ)‖xk−1 − ξk−1‖+
µ|αk−1 − αk|‖z̄k−1‖

αkτ
.

Đặt

δk =
µ|αk − αk+1|‖z̄k‖

αkαk+1τ 2
, k ≥ 0.

Khi đó

‖xk − ξk‖ ≤ (1− αk−1τ)‖xk−1 − ξk−1‖+ αk−1τδk−1 ∀k ≥ 1.

Vì dãy {z̄k} bị chặn, giả sử ‖z̄k‖ ≤M với mọi k ≥ 0, ta có

lim
k→∞

δk = lim
k→∞

µ|αk − αk+1|‖z̄k‖
αkαk+1τ 2

≤ µM

τ 2
lim
k−→∞

∣∣∣ 1

αk+1

− 1

αk

∣∣∣ = 0. (16)

Do đó, theo Bổ đề 2.2 suy ra

lim
k→∞
‖xk − ξk‖ = 0.

Mặt khác, theo chứng minh trên, dãy {ξk} hội tụ mạnh đến nghiệm x∗, suy ra dãy {xk} cũng
hội tụ mạnh đến nghiệm duy nhất x∗ của bài toán (3).
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