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Ngày nhận bài:  08/6/2021 Bài báo này trình bày một số kỹ thuật phân tích nhằm đánh giá độ ổn 

định của thiết bị tự di chuyển ứng với các điều kiện ban đầu khác 

nhau. Sử dụng mô hình toán học mô tả chuyển động của các khối 

lượng đã được phát triển từ các nghiên cứu trước, các kỹ thuật phân 

tích gồm đồ thị thời gian, lát cắt Poincaré, phân tích nhanh Fourier, 

đồ thị pha kèm bản đồ Poincaré và kỹ thuật tập hút đã được áp dụng. 

Kết quả cho thấy bốn kỹ thuật đầu tiên chỉ phù hợp để khảo sát tính 

ổn định của cơ hệ ứng với từng giá trị ban đầu. Khi các giá trị trạng 

thái ban đầu thay đổi ngẫu nhiên, việc áp dụng kỹ thuật tập hút cho 

phép đánh giá nhanh và rõ ràng tính ổn định của cơ hệ. Hai trạng thái 

chính của cơ hệ đã được hình thành ứng với các miền giá trị ban đầu 

khác nhau của điều kiện ban đầu. Kết quả nghiên cứu có thể được áp 

dụng để phân tích ứng xử động lực học của các cơ hệ khác khi điều 

kiện ban đầu thay đổi ngẫu nhiên. 
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1. Giới thiệu 

Thiết bị tự di chuyển, còn gọi là thiết bị tự hành (autogenous mobile systems hoặc locomotion 

systems) là loại thiết bị có thể di chuyển chỉ nhờ lực tác động tương tác giữa thân thiết bị với 

chuyển động tuần hoàn của một khối lượng bên trong hệ thống. Ngày nay, thiết bị tự di chuyển 

được sử dụng rộng rãi trong công nghiệp nhằm đáp ứng yêu cầu hoạt động trong môi trường khó 

khăn cho việc can thiệp trực tiếp của con người, hoặc trong các điều kiện khắc nghiệt, chẳng hạn 

trong công tác cứu hộ, kiểm tra hầm lò, chẩn đoán các đường ống ngầm…[1], [2]. Trong cơ y sinh 

(Biomechanics), các hệ thống tự di chuyển hứa hẹn cải thiện khả năng điều khiển viên nang nội soi 

(capsule endoscopy) đáp ứng yêu cầu di chuyển, tiến/ lui hay tránh kẹt trong mao mạch [3]. Hai 

nguyên tắc hoạt động chính của thiết bị tự di chuyển đã và đang nhận được nhiều quan tâm nghiên 

cứu của các nhà khoa học, đó là tự di chuyển nhờ rung động và nhờ rung động - va đập.  

Mô hình thiết bị tự di chuyển dựa trên nguyên tắc rung động kết hợp va đập lần đầu tiên được 

đề xuất bởi Pavlovskaia và cộng sự [4]. Nhiều nghiên cứu thực nghiệm và lý thuyết đã được triển 

khai theo hướng này. Chẳng hạn, các nghiên cứu lý thuyết phát triển mô hình thiết bị tự di 

chuyển nhờ trung động - va đập và phân tích đặc tính động lực học [5], [6]. Các nghiên cứu phát 

triển mô hình lý thuyết, đồng thời kiểm chứng bằng thực nghiệm, trong đó có phát triển về cơ chế 

tạo rung động cho khối lượng quán tính như sử dụng mạch cộng hưởng RLC [7],[8], sử dụng 

động cơ tuyến tính [9], sử dụng bộ tạo rung chuyên dụng điện động lực học [10]... Trong quá 

trình thiết bị hoạt động, việc đánh giá tính ổn định về động lực học theo thời gian thực đóng vai 

trò rất quan trọng. Thông thường, tính ổn định động lực học được phân tích dựa trên các kỹ thuật 

như phân tích Fast Fourier Transform (FFT), đồ thị pha và lát cắt Poincaré, đồ thị rẽ nhánh [11]. 

Bên cạnh đó, tính ổn định của hệ thống động lực học trong các điều kiện đầu vào khác nhau cũng 

được đánh giá bằng phương pháp tập hút (basin of attraction) và quỹ đạo hút (attractor) [12]-[14]. 

Gần đây, tính ổn định của hệ thống tự di chuyển nhờ rung động kết hợp va đập cũng đã được 

khảo sát dựa trên kỹ thuật phân tích tập hút [15]. Tuy vậy, ưu việt của phương pháp này trong 

việc đánh giá tính ổn định của hệ tự di chuyển so với các phương pháp khác chưa được phân tích 

sâu, đặc biệt khi yếu tố đầu vào thay đổi ngẫu nhiên. Do vậy, bài báo này trình bày nguyên tắc 

thực hiện, kết quả phân tích so sánh kết quả phân tích chi tiết tính ổn định của cơ hệ tự di chuyển 

nhờ rung động và va đập, qua đó nhấn mạnh các ưu việt của kỹ thuật phân tích tập hút khi các 

yếu tố đầu vào thay đổi ngẫu nhiên (ngẫu nhiên tiền định).  

2. Cơ sở phương pháp nghiên cứu 

2.1. Mô hình thiết bị tự di chuyển nhờ rung động-va đập 

Mô hình vật lý của thiết bị tự di chuyển nhờ rung động - va đập được thể hiện như trên hình 

1a [15]. Lò xo được sử dụng để liên kết hai khối lượng m1 và m2 có độ cứng k. Hệ số giảm chấn c 

đặc trưng cho tổn thất năng lượng dao động của hai khối lượng. Khối lượng quán tính m1 được 

kích thích tuần hoàn bởi lực kích thích dạng hàm số sin, có biên độ là A và tần số kích thích fexc 

(trong đó, fexc = /2 với là tần số  tính theo rad/s).  
(a) (b) 

  

Hình 1. Mô hình vật lý (a) và mô hình ma sát Coulomb-Stribeck (b) 
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Lò xo có độ cứng k0 đặc trưng cho độ cứng va đập giữa hai khối lượng. Lực ma sát cản trở 

chuyển động, Fr, được giả thiết tuân theo mô hình ma sát Coulomb-Stribeck như trên hình 1b. Lò 

xo liên kết giữa hai khối lượng được mô hình hóa bởi một hàm bậc ba khuyết, theo dịch chuyển 

tương đối giữa hai khối lượng, tương tự trong [16], [17], như sau: 

( ) ( )3212211 XXkXXkFspr −+−=  (1) 

Phương trình tổng quát mô tả chuyển động của cơ hệ đã được phát triển dưới dạng [15]: 

( ) ( )

( ) ( )












−−−+







−++−=

−−−







−−−=

rspr

spr

FGXXHk
dt

dX

dt

dX
cFtA

dt

Xd
m

GXXHk
dt

dX

dt

dX
cFtA

dt

Xd
m

210
21

2

2
2

2

210
21

2

1
2

1

sin

sin

 (2) 

trong đó, H(.) là hàm Heaviside, được định nghĩa như sau: 
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Mô hình ma sát được sử dụng là mô hình Coulomb-Stribeck [6], [9], có dạng như sau:  
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trong đó, Fs là cường độ lực ma sát tĩnh khi cơ cấu bắt đầu chuyển động, nghĩa là khi dX2/dt = 

0, và Vs là vận tốc Stribeck. 

Nghiên cứu động lực học của cơ hệ được thực hiện dưới dạng không thứ nguyên để có thể áp 

dụng cho nhiều cỡ kích thước khác nhau. Việc chuyển đổi không thứ nguyên được thực hiện 
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trong đó, cường độ lực ma sát tĩnh FS được xem như là hằng số, Fb là giá trị lực tham chiếu 

nhằm đánh giá ảnh hưởng của lực ma sát một cách độc lập. Hệ phương trình không thứ nguyên 

mô tả chuyển động của cơ hệ có dạng như sau:  
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Mô hình toán học được mô tả trong phương trình (6) sẽ được sử dụng trong nghiên cứu này. 

2.2. Các kỹ thuật cơ bản trong phân tích động lực học  

Nói chung, việc phân tích động lực học được thực hiện nhờ sử dụng mô hình toán. Trước hết, 

mô hình toán đã phát triển cho cơ hệ (2) được kiểm chứng bằng thực nghiệm. Tiếp đó, các kỹ 

thuật phân tích động lực học sẽ được áp dụng cho mô hình không thứ nguyên (6) được biến đổi 

từ mô hình (2). Thông thường, các cơ hệ thường được đánh giá đặc tính thay đổi động lực học 

thông qua 2 thông số là chuyển vị và vận tốc chuyển động. 
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2.2.1. Đồ thị thời gian 

Có thể đánh giá đặc tính thay đổi chuyển vị và vận tốc theo thời gian (Time history). Tuy 

nhiên, quan sát đồ thị theo thời gian chỉ có thể cung cấp một phân tích khái lược, phù hợp với các 

cơ hệ có đặc tính biến đổi lớn, hoặc/ và đơn giản. Phần sau sẽ minh họa nhận định này. 

2.2.2. Phân tích Fourier 

Theo Fourier, bất kỳ một tín hiệu phức tạp nào cũng có thể phân tích thành tổng các tín hiệu 

sin, cosin. Phân tích Fourier cung cấp một góc nhìn khác về chuyển động của cơ hệ trong miền 

tần số. Phép phân tích Fourier là một công cụ hữu ích để xem xét ứng xử của cơ hệ có thể là tổ 

hợp những dạng dao động nào, có quy luật tuần hoàn (Periodic) hay chuyển động hỗn 

độn(Chaotic). Hình ảnh quan hệ giữa cường độ tín hiệu ứng với từng giá trị tần số được biểu diễn 

trong miền tần số thường được gọi là phổ (Spectrum). Một trong những ưu điểm quan trọng của 

miền tần số là nó cho phép biểu diễn rất rõ ràng các thành phần có tần số khác nhau cùng đồng 

thời tồn tại trong một dao động gốc.  

2.2.3. Đồ thị pha  

Trong phân tích động lực học, mặt phẳng pha (Phase Plane) chứa tọa độ Đề-các có 2 trục 

(chuyển vị, vận tốc) thường được gọi là mặt phẳng trạng thái (State space). Mỗi điểm của mặt 

phẳng đặc trưng cho một trạng thái (vị trí và vận tốc) của chuyển động được xét. Tại một thời 

điểm t bất kỳ, tồn tại một điểm P(x(t), y(t)) biểu diễn trạng thái của chuyển động tại thời điểm đó. 

Khi thời gian t thay đổi, điểm P thay đổi tạo nên một quỹ đạo pha (Phase trajectoy). 

2.2.4. Lát cắt Poincaré 

Phương pháp "lát cắt Poincaré" (Poincaré section) mang tên nhà bác học Jules Henri Poincaré, 

người đã phát minh ra nó. Với các cơ hệ được kích thích bằng một lực biến đổi tuần hoàn với tần 

số góc , tiến hành lấy mẫu các giá trị chuyển vị x và vận tốc v tại các thời điểm cách nhau một 

khoảng bằng chu kỳ của lực kích thích. Các giá trị này được vẽ chồng lên đồ thị pha, tạo thành 

bản đồ Poincaré (Poincaré map) để khảo sát tính ổn định của cơ hệ. Kết quả thu được có thể được 

phân tích dựa trên các nguyên tắc sau [11]: 

- Nếu chuyển động đang xét là chuyển động tuần hoàn với thời gian chu kỳ bằng thời gian 

chu kỳ của lực kích thích, bản đồ Poincaré sẽ chỉ có một điểm chấm duy nhất; 

- Theo các tài liệu tiếng Anh, một chuyển động được gọi là "period-n motion" là chuyển 

động lặp lại chính nó một cách chính xác sau mỗi n chu kỳ của lực kích thích. Bản đồ Poincaré sẽ 

có n điểm rời nhau. Chuyển động dạng này thường được gọi là thứ điều hòa 1/n. Một chuyển 

động thứ điều hòa 1/3 thì cứ sau ba chu kỳ của lực kích thích, chuyển động mới lại lặp lại chính 

xác như cũ. Khi này, bản đồ Poincaré có ba điểm rời nhau.  

- Nếu chuyển động thuộc dạng chuyển động hỗn độn (chaos) thì bản đồ Poincaré sẽ có dày 

đặc các điểm, tạo thành một đám mây hỗn độn hoặc xếp chồng lên nhau tạo thành các hình rất 

đặc biệt, chẳng hạn hình cánh bướm với mô hình Lorentz [18]. 

2.2.6. Tập hút và quỹ đạo hút 

Việc nghiên cứu các cơ hệ phức tạp được thực hiện dựa trên lý thuyết hỗn độn (chaos theory) 

[19]. Theo đó, đặc tính biến động của ứng xử động lực học thường được phản ánh qua bản đồ 

Poincaré mô tả trạng thái của hệ. Các điểm của bản đồ Poincaré ứng với một tập điều kiện nhất 

định của cơ hệ hình thành nên một tập hút (attracting set) gồm điểm hút và quỹ đạo hút 

(attractor). Một tập hợp các điều kiện ban đầu dẫn đến một tập hút nhất định được gọi là vùng 

hút, đôi khi gọi là thung lũng hút (basin of attraction). Có thể xếp ứng xử động lực học của các cơ 

hệ vào 3 loại quỹ đạo hút (attractor): điểm hút (mô tả trạng thái cân bằng-equilibrium), quỹ đạo 

hút giới hạn (mô tả dao động), và quỹ đạo hút lạ (mô tả hỗn độn). Kỹ thuật phân tích tập hút và 
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quỹ đạo hút rất phù hợp để đánh giá ứng xử của cơ hệ khi điều kiện đầu (Initial Condition) thay 

đổi ngẫu nhiên trong một phạm vi cần khảo sát. 

Các kỹ thuật phân tích trên đây sẽ được áp dụng cho cơ hệ tự di chuyển nhờ rung động và va 

đập, đã được mô tả trong phương trình (6). 

3. Tính ổn định động lực học 

Hai thông số đặc trưng của cơ hệ, bao gồm đại lượng chuyển vị tương đối không thứ nguyên 

giữa hai khối lượng, x = x1 - x2, và vận tốc chuyển động tương đối v = v1 - v2 được chọn đại diện 

cho ứng xử động lực học để đánh giá. Lần lượt các kỹ thuật phân tích đồ thị thời gian, FFT, 

Poincaré section, tập hút và quỹ đạo hút sẽ được áp dụng cho hệ phương trình (6) và so sánh đánh 

giá chi tiết. Các giá trị  = 3.586;  = 0.119;  = 3.11376816;  = 657.74;  = 0.95;  = 1.5;  = 

1; fr = 1.8 được giữ nguyên trong các phân tích. Phương pháp đồ thị rẽ nhánh đã được phân tích 

khá kỹ trong nhiều công bố [5], [13], [15], [16] nên không trình bày thêm ở đây. Phần mềm 

Dynamics [20] được sử dụng để xác định lời giải số và phân tích động lực học cho cơ hệ.  

3.1. Phân tích đồ thị thời gian 

Hình 2 mô tả sự biến thiên của chuyển vị của cơ hệ theo hệ phương trình (6) với 2 bộ giá trị 

điều kiện ban đầu (IC = Initial Condition) khác nhau. Các giá trị chuyển vị được biểu diễn bằng 

đường nét liền màu đen. 
(a) (b) 

  

Hình 2. (Xem hình có màu trên phiên bản trực tuyến) Đồ thị chuyển vị theo thời gian (nét liền màu đen) và 

bản đồ Poincaré (chấm tròn màu đỏ) với điều kiện ban đầu thứ nhất (a)  

và điều kiện ban đầu thứ hai (b) 

Trên hình 2a, điều kiện ban đầu thứ nhất IC1 được xác lập như sau: x0 = - 0.25; v0 = 0.5. Đồ 

thị trên hình 2b có thông số điều kiện ban đầu thứ hai IC2 với x0 = 0.25; v0 = 0.75. Nhận thấy đồ 

thị trên hình 2a có tính ổn định tốt hơn đồ thị hình 2b. Cụ thể, giá trị cực tiểu của các chu kỳ dao 

động chính trên hình 2a có giá trị gần như nhau, trong khi các giá trị này thay đổi lên xuống trên 

hình 2b. Trong mỗi chu kỳ dao động chính ứng với IC1, có 4 chu kỳ va đập (4 đỉnh con trên hình 

2a), trong khi giá trị này chỉ là 3 lần va đập (hình 2b). Qua đây có thể thấy, quan sát đồ thị thời 

gian cũng có thể cho phép nhận định sơ bộ đặc tính động học của cơ hệ. Tuy nhiên, có thể tìm 

thấy rất ít thông tin khác nhờ kỹ thuật phân tích này. 

3.2. Lát cắt Poincaré 

Sử dụng các lát cắt cách đều với chu kỳ bằng chu kỳ lực kích thích, các giá trị chuyển vị 

tương ứng tại các lát cắt này được minh họa bằng các chấm màu đỏ trên hình 2. Có thể thấy với 

điều kiện ban đầu IC1, các giá trị tung độ của các chấm đỏ là như nhau (hình 2a). Tung độ các 

điểm này biến động trên hình 2b ứng với điều kiện ban đầu IC2. 
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Tiếp tục khảo sát sự biến động của vận tốc tương đối v như minh họa trên hình 3.   
(a) (b) 

  
Hình 3. (Xem hình có màu trên phiên bản trực tuyến) Đồ thị vận tốc theo thời gian (nét liền màu đen) và 

bản đồ Poincaré (chấm tròn màu đỏ) với điều kiện ban đầu thứ nhất (a)  

và điều kiện ban đầu thứ hai (b) 

Sự biến động của vận tốc tương đối v cũng có những đặc điểm tương tự như với chuyển vị. 

Lát cắt Poincaré của vận tốc với điều kiện IC1 cũng cho ra các giá trị ổn định hơn so với điều 

kiện IC2. Dễ nhận thấy, sử dụng riêng lát cắt Poincaré cũng chỉ cung cấp lượng thông tin không 

nhiều về ứng xử động lực học của cơ hệ. 

3.3. Đồ thị pha và bản đồ Poincaré 

Hình 4 lần lượt trình bày đồ thị pha (nét liền màu xanh) và bản đồ Poincaré (chấm tròn màu 

đỏ) của không gian trạng thái của cơ hệ ứng với điều kiện ban đầu IC1 (hình 4a) và điều kiện ban 

đầu IC2 (hình 4b). Trên mỗi đồ thị có 300 điểm lát cắt Poincaré được vẽ, ứng với 300 chu kỳ của 

lực kích thích. 
(a) (b) 

  

Hình 4. (Xem hình có màu trên phiên bản trực tuyến) Đồ thị pha (nét liền màu xanh) và bản đồ Poincaré 

(chấm tròn màu đỏ) với điều kiện ban đầu thứ nhất (a)  

và điều kiện ban đầu thứ hai (b) 

 

Trên hình 4, các điểm trạng thái (x - v) của điều kiện đầu được ký hiệu IC1 và IC2. Xuất phát 

từ mỗi điểm khởi đầu này, đồ thị trạng thái của cơ hệ bắt đầu biến thiên theo chiều mũi tên như 

trên hình vẽ. Dễ thấy với điều kiện ban đầu thứ nhất (hình 4a), trạng thái của cơ hệ nhanh chóng 

trở nên ổn định, hình thành nên đồ thị pha dưới dạng đường mảnh – tức là các quỹ đạo trạng thái 
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chồng khít lên nhau. Trái lại, với điều kiện đầu IC2, các quỹ đạo trạng thái không trùng nhau, tạo 

thành dải màu khá rộng. Dải màu này càng rộng chứng tỏ trạng thái động lực học của cơ hệ càng 

biến đổi trong phạm vi rộng. Xét bản đồ Poincaré, tất cả các điểm lát cắt Poincaré với điều kiện 

IC1 đều trùng nhau, tạo thành một chấm tròn duy nhất (hình 4a). Trái lại, với điều kiện đầu IC2, 

bản đồ Poincaré là một dải dài (hình 4b), chứng tỏ cơ hệ làm việc ở trạng thái hỗn độn. 

Nhận thấy, sử dụng đồ thị pha và bản đồ Poincaré cho ta nhiều thông tin rõ ràng hơn so với đồ 

thị thời gian hay lát cắt Poincaré đơn thuần. 

3.4. Phân tích FFT 

Đồ thị FFT cho chuyển động của cơ hệ được mô tả trên hình 5. Dễ thấy ứng với cả hai điều 

kiện đầu, dao động của cơ hệ đều là chuyển động phức hợp, được tạo thành từ các dao động với 

tần số khác nhau. Tuy nhiên, không nhận thấy sự sai khác của các tần số thành phần giữa hai điều 

kiện đầu IC1 (hình 5a) và IC2 (hình 5b). Nói cách khác, phân tích FFT không cung cấp được 

thông tin giúp phân biệt được ứng xử của cơ hệ với các điều kiện đầu khác nhau. Nói chung, FFT 

khuyến nghị chỉ dùng khi không biết tần số kích thích của ngoại lực, tức là khi không áp dụng 

được kỹ thuật lát cắt và bản đồ Poincaré (Xem thêm [8]). 
(a) (b) 

  

Hình 5. (Xem hình có màu trên phiên bản trực tuyến) Kết quả phân tích FFT chuyển vị x với điều kiện ban 

đầu thứ nhất (a) và điều kiện ban đầu thứ hai (b) 

 

Dễ thấy, áp dụng các kỹ thuật phân tích đồ thị thời gian, đồ thị pha, lát cắt Poincaré hay phân 

tích FFT chỉ cho phép khảo sát trạng thái ứng xử của cơ hệ ứng với từng điều kiện ban đầu được 

gán trước. Với mỗi giá trị điều kiện đầu, cần giải hệ phương trình (6) và áp dụng một tập các 

phép phân tích trên đây một lần. Như vậy rất mất thời gian, đồng thời không thể quét hết cho các 

giá trị điều kiện ban đầu được. Kỹ thuật phân tích tập hút cho phép khắc phục vấn đề này. 

3.5. Tập hút và quỹ đạo hút 

Như đã trình bày trong phần 2, tập hút (basin of attraction) là tập hợp tất cả các điều kiện ban 

đầu trong không gian pha mà quỹ đạo của chúng dẫn đến tập hút đó [21]. Như vậy, sử dụng kỹ 

thuật phân tích tập hút cho phép khảo sát một phạm vi rộng các điều kiện đầu và ứng xử của cơ 

hệ với các điều kiện ban đầu đó. Trước hết, phạm vi khảo sát các điều kiện đầu x0, v0 được ấn 

định, giả sử nằm trong phạm vi [x0min, x0max] và [v0min, v0max]. Tiếp đó, vùng không gian trạng thái 

(x, v) được giới hạn sẽ được chia thành các ô lưới, bao gồm m ô theo phương x và n ô theo 

phương v. Các vòng lặp được thực thi liên tục để quét hết các giá trị điều kiện đầu là tâm của mỗi 

ô lưới được chia. Trong mỗi vòng lặp, với giá trị đầu đã được gán, chương trình sẽ xác định và vẽ 

các điểm Poincaré với màu xác định. Tập các giá trị đầu cùng dẫn đến cùng một dạng phân bố 

của bản đồ Poincaré sẽ được gán cùng màu. Kết quả phân tích (bản đồ Poincaré) tương ứng sẽ 

được gán một màu xác định. Bản đồ màu sắc tập hút (tập hợp các điều kiện ban đầu) và quỹ đạo 

hút (các điểm Poincaré) được ghi chú cụ thể. Hình 6 mô tả kết quả phân tích tập hút và quỹ đạo 

hút cho cơ hệ (6). 
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Hình 6. Tập hút và quỹ đạo hút của cơ hệ 

 

Trên hình 6, phạm vi khảo sát các giá trị điều kiện ban đầu được thiết lập gồm: vị trí x0 [-

0.5; 0.2], vận tốc v0[-0.6; 1.2]. Số lượng các ô lưới được chia gồm 240 ô theo chiều trục x và 

200 ô theo chiều trục v. Như có thể thấy trên hình 6, tập hợp các giá trị điều kiện đầu x0, v0 trong 

phạm vi khảo sát hình thành hai tập hút, dẫn đến hai tập quỹ đạo hút. Tập hút thứ nhất được mô 

tả bằng màu tím, quỹ đạo hút tương ứng có màu vàng. Tập hút thứ hai có màu xanh, quỹ đạo hút 

tương ứng có màu đỏ. Qua hình vẽ, có thể thấy thay đổi giá trị ban đầu sẽ dẫn đến trạng thái ứng 

xử của cơ hệ khác nhau. Chẳng hạn, điều kiện đầu x0 = 0.25 và v0 = 0.5 sẽ dẫn đến trạng thái ổn 

định chu kỳ đơn. Lưu ý là tập hai giá trị này chính là điều kiện ban đầu IC1 đã khảo sát trong các 

phần trên. Trạng thái ổn định chu kỳ đơn được phản ánh qua hình dạng bản đồ Poincaré là một 

chấm tròn màu vàng duy nhất (ký hiệu điểm 1) trên hình 6. Tất cả các giá trị ban đầu, dù có thay 

đổi ngẫu nhiên, nhưng nếu nằm trong miền cùng màu với điểm này (các vùng màu tím) sẽ đều 

dẫn đến trạng thái này. Các miền này chính là tập hút. Quỹ đạo hút tương ứng trở thành một điểm 

hút như trên hình. Các điểm trạng thái ban đầu bất kỳ ngẫu nhiên, nếu nằm trong những miền 

cùng màu (xanh) với điều kiện x0 = 0.25; v0 = 0.75 (chính là điều kiện IC2 đã khảo sát trong các 

phần trên) dẫn đến quỹ đạo hút là một dải gãy khúc (ký hiệu đường 2 trên hình 6). 

Qua phân tích ở đây, có thể thấy việc áp dụng kỹ thuật phân tích tập hút cho phép khảo sát 

ứng xử động lực học của cơ hệ ứng với hàng loạt các giá trị đầu vào ngẫu nhiên nằm trong một 

vùng lớn. Nhờ vậy, có thể đánh giá ảnh hưởng của điều kiện ban đầu thay vì phải khảo sát từng 

trường hợp đơn lẻ nếu dùng các kỹ thuật phân tích đồ thị thời gian, lát cắt Poincaré hay đồ thị pha 

như phân tích trong các phần trên.  

4. Kết luận 

Bài báo trình bày các kết quả phân tích tính ổn định của thiết bị tự di chuyển nhờ rung động 

kết hợp với va đập khi thay đổi điều kiện ban đầu. Năm kỹ thuật phân tích, bao gồm đồ thị thời 
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gian, lát cắt Poincaré, phân tích FFT, đồ thị pha và bản đồ Poincaré, tập hút và quỹ đạo hút đã 

được áp dụng. Một số nhận định có thể rút ra như sau: 

- Kỹ thuật phân tích đồ thị thời gian khá trực quan, nhưng không cung cấp được thông tin 

hữu ích cho việc đánh giá tính ổn định của cơ hệ, đặc biệt khi ứng xử động lực học là phức tạp; 

- Kỹ thuật FFT có thể cung cấp các tần số dao động thành phần, cho phép đánh giá khái 

quát mức độ tuần hoàn của dao động, nhưng cũng không cung cấp được thông tin rõ ràng như lát 

cắt và bản đồ Poincaré kết hợp với đồ thị pha; 

- Khi cần khảo sát ảnh hưởng của điều kiện ban đầu thay đổi ngẫu nhiên trong một phạm 

vi xác định, áp dụng kỹ thuật phân tích tập hút cho phép đánh giá nhanh và đầy đủ ứng xử động 

lực học của cơ hệ. 

Kết quả nghiên cứu có thể được tham khảo, ứng dụng khi phân tích ứng xử động lực học của 

các cơ hệ khác nhau khi điều kiện đầu thay đổi ngẫu nhiên. 
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