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đặc biệt được xây dựng mà việc chứng minh trực tiếp các tính chất 
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1. Giới thiệu 

Ta xem xét phương trình vi phân thường với điều kiện ban đầu: 

                                    𝑦′ = 𝑓(𝑡, 𝑦), 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏, 𝑦(𝑎) = 𝛼.                                                      (1) 

Phương pháp giải tích số bằng họ các công thức sai phân lùi (BDF) dạng khối liên tục được 

trình bày trong các bài báo [1]-[3]. Họ các phương pháp này thể hiện tính hiệu quả vượt trội đặc 

biệt trong việc xấp xỉ nghiệm cho lớp các bài toán stiff [4]-[6]. Tuy nhiên, các nghiên cứu này chỉ 

đưa ra các nhận định cho trường hợp 𝑘 ≤ 6 hoặc không có chứng minh cụ thể các kết quả sẽ 

được đề cập sau đây. Công thức BDF dạng khối liên tục với số bước 𝑘 ≥ 2 được đưa ra trong [2], 

[3] là: 

                                             𝐴(1)𝑌𝑛+1 = 𝐴(0)𝑌𝑛 + ℎ𝐵(1)𝐹𝑛+1,                                                       (2)  

Với: 

𝑌𝑛+1 = (𝑦𝑛+1, 𝑦𝑛+2, … , 𝑦𝑛+𝑘)
𝑇 , 𝑌𝑛 = (𝑦𝑛−𝑘+1, 𝑦𝑛+𝑘 , … , 𝑦𝑛)𝑇 , 

𝐹𝑛+1 = (𝑓𝑛+1, 𝑓𝑛+2, … , 𝑓𝑛+𝑘)𝑇 , 𝑦𝑗 ≈ 𝑦(𝑡𝑗), 𝑓𝑗 ≈ 𝑓 (𝑡𝑗, 𝑦(𝑡𝑗)) , ∀𝑗 = 1,2,…, 

𝐴(1), 𝐴(0), 𝐵(1) là các ma trận cấp 𝑘 × 𝑘. Ở đây, phương pháp BDF cho bởi công thức:   

              ℎ𝑓𝑛+𝑖 = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑦𝑛+𝑗

𝑘−1

𝑗=0

+ ℎ𝑏𝑖𝑓𝑛+𝑘 , ∀𝑖 = 1,… , 𝑘 − 1 ,

𝑦𝑛+𝑘 = ∑ 𝑎𝑗𝑦𝑛+𝑗

𝑘−1

𝑗=0

+ ℎ𝑏𝑘𝑓𝑛+𝑘 ,

                         (3)              

𝐴(1) =

[
 
 
 
 

−𝑎11     −𝑎12 ⋯
−𝑎21     −𝑎22 ⋯

⋮ ⋮    ⋱

−𝑎1,𝑘−1   0

−𝑎2,𝑘−1    0
⋮    ⋮

−𝑎𝑘−1,1 −𝑎𝑘−1,2 ⋯
−𝑎1      −𝑎2       ⋯

−𝑎𝑘−1,𝑘−1 0

−𝑎𝑘−1 1]
 
 
 
 

, 𝐴(0) = [

0 ⋯
⋮ ⋱

0
⋮

𝑎10

⋮
⋮ ⋱ ⋮ 𝑎𝑘−1,0

0 ⋯ 0 𝑎0

] , 𝑎0 = 1, 

𝐵(1) = 

[
 
 
 
 
−1    0 ⋯
0 −1 ⋱
⋮  0    ⋱

0   𝑏1

⋮    𝑏2

0    ⋮
0 ⋮ ⋱

  0     0  ⋯

−1 𝑏𝑘−1

0 𝑏𝑘 ]
 
 
 
 

. 

Trong bài báo [1], [2], các tác giả đã đưa ra nhận xét bậc ổn định 𝑟 > 0 với từng giá trị của 

bước 𝑘 = 2,… ,6 dựa vào quan sát cho các phương pháp này. Từ đó suy ra:  

∑ 𝑎𝑗𝑙

𝑘−1

𝑙=0

= 0, ∀𝑗 = 1,… , 𝑘 − 1,

∑ 𝑎𝑗

𝑘−1

𝑗=0

= 1.

         (4), ∀𝑘 = 2,… ,6. 

Ngoài ra, trong bài báo đó, các lập luận về sự khả nghịch của ma trận 𝐴(1) được đưa ra từ 

những quan sát cho trường hợp bước 𝑘 = 2,…6. Nội dung chính của bài báo này là sẽ đưa ra các 

chứng minh cho hai lập luận này với giá trị 𝑘 ≥ 2 tổng quát và dạng phát biểu của hai lập luận 

này cũng tổng quát hơn, thay vì xét 𝑘 + 1 điểm lưới với khoảng chia cách đều ℎ là 𝑡𝑛, 𝑡𝑛 +
ℎ, 𝑡𝑛 + 2ℎ,… , 𝑡𝑛 + 𝑘ℎ, ta đi xét bộ 𝑘 + 1 điểm lưới tổng quát: 𝑡0, 𝑡1, … , 𝑡𝑘 . 

1.1. Xây dựng hệ số của phương pháp dạng ma trận 

Giả sử nghiệm đúng của (1) được biểu diễn thành: 

𝑦(𝑡) = 𝑐0 + 𝑐1𝑡 + 𝑐2𝑡
2+. . . +𝑐𝑘𝑡𝑘. 
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Để thu được (3) ta cần tính giá trị của 𝑦(𝑡) tại các điểm lưới 𝑡0, 𝑡1, … , 𝑡𝑘−1 và 𝑦′(𝑡) tại 𝑡𝑘 rồi 

đồng nhất các kết quả tương ứng với 𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1, … , 𝑦𝑛+𝑘−1, và 𝑓𝑛+𝑘 . Sau đó thu được: 

     𝑦(𝑡) = ∑ 𝛾𝑗(𝑡)𝑦𝑛+𝑗

𝑘−1

𝑗=0

+ 𝛽(𝑡)𝑓𝑛+𝑘.                       (5) 

Từ nghiệm nhận được ở (5), thực hiện tính giá trị 𝑦′(𝑡) tại 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑘−1 và 𝑦(𝑡) tại 𝑡𝑘 ta thu 

được (3). 
Quá trình này có thể được biểu diễn dưới dạng ma trận như sau: 

[

𝑐0

⋮
𝑐𝑘

] =

[
 
 
 
 
 

1 𝑡0    𝑡0
2

1 𝑡1    𝑡1
2

…    𝑡0
𝑘

…     𝑡1
𝑘

     ⋮ ⋮ ⋮     
     1 𝑡𝑘−1 𝑡𝑘−1

2

    0 1 2𝑡𝑘

…    ⋮
…   𝑡𝑘−1

𝑘

…   𝑘𝑡𝑘
𝑘−1]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 

𝑦𝑛

𝑦𝑛+1

⋮
𝑦𝑛+𝑘−1

𝑓𝑛+𝑘 ]
 
 
 
 

: = 𝐴

[
 
 
 
 

𝑦𝑛

𝑦𝑛+1

⋮
𝑦𝑛+𝑘−1

𝑓𝑛+𝑘 ]
 
 
 
 

, 

[
 
 
 
 

𝑓𝑛+1

𝑓𝑛+2

⋮
𝑓𝑛+𝑘−1

𝑦𝑛+𝑘 ]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 

0 1    2𝑡1
0 1 2𝑡2

…    𝑘𝑡1
𝑘−1

…     𝑘𝑡2
𝑘−1

     ⋮ ⋮  ⋮     
     0 1 2𝑡𝑘−1

    1 𝑡𝑘 𝑡𝑘
2

…    ⋮
…   𝑘𝑡𝑘−1

𝑘−1

…   𝑡𝑘
𝑘 ]

 
 
 
 
 

[

𝑐0

⋮
𝑐𝑘

] := 𝐵 [

𝑐0

⋮
𝑐𝑘

]. 

Khi đó, ta thấy rằng, 𝐴 ∈ 𝕄(𝑘 + 1), 𝐵 ∈ 𝕄(𝑘, 𝑘 + 1) và nếu các điểm lưới 𝑡0, 𝑡1, … , 𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘 

có các điểm chia cách đều với bước chia ℎ thì các hệ số ở (3) được cho bởi đẳng thức: 

1

ℎ
𝐶 ≔

1

ℎ

[
 
 
 
 

𝑎10     𝑎11 ⋯
𝑎20     𝑎21 ⋯

⋮ ⋮    ⋱

𝑎1,𝑘−1   ℎ𝑏1

𝑎2,𝑘−1    ℎ𝑏2

⋮    ⋮
𝑎𝑘−1,0 𝑎𝑘−1,1 ⋯
𝑎0      𝑎1       ⋯

𝑎𝑘−1,𝑘−1 ℎ𝑏𝑘−1

𝑎𝑘−1 ℎ𝑏𝑘 ]
 
 
 
 

= 𝐵𝐴−1 ∈ 𝕄(𝑘, 𝑘 + 1).            (6) 

1.2. Dạng ma trận của các kết luận cần chứng minh 

Đối với kết luận rằng ma trận 𝐴(1) là khả nghịch, từ phân tích (6) ta thấy rằng nó là đủ để kết 

luận này đúng nếu ma trận vuông con gồm 𝑘 cột đầu tiên của ma trận tích 𝐵𝐴−1 khả nghịch, tức 

hạng của ma trận 𝐵𝐴−1 bằng 𝑘.  
Đối với kết luận (4), ta cần chứng minh rằng, tổng 𝑘 cột đầu tiên của ma trận 𝐵𝐴−1 bằng 

véctơ cơ sở chính tắc 𝒆𝒌 = (0,0,… ,0,1)𝑇 ∈ ℝ𝑘 . Thực tế, trong bài báo này ta sẽ chứng minh một 

kết quả mạnh hơn thể hiện đặc tính của ma trận 𝐴−1, ma trận nghịch đảo của 𝐴, đó là tổng 𝑘 

véctơ cột đầu tiên của 𝐴−1 bằng véctơ cơ sở chính tắc 𝒆̂𝒌 = (0,0,… ,0,1) ∈ ℝ𝑘+1. 

2. Tính khả nghịch của ma trận 𝑨(𝟏)  

Ma trận vuông cấp 𝑘  

𝐴(1) =

[
 
 
 
 

−𝑎11     −𝑎12 ⋯
−𝑎21     −𝑎22 ⋯

⋮ ⋮    ⋱

−𝑎1,𝑘−1   0

−𝑎2,𝑘−1    0

⋮    ⋮
−𝑎𝑘−1,1 −𝑎𝑘−1,2 ⋯
−𝑎1      −𝑎2       ⋯

−𝑎𝑘−1,𝑘−1 0

−𝑎𝑘−1 1]
 
 
 
 

, 

thu được ở (3), là khả nghịch nếu hạng bằng 𝑘, 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴(1)) = 𝑘. Điều này được thỏa mãn 

nếu trong (6) ta có 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵𝐴−1) = 𝑘. Kết quả này được chứng minh trong Định lý 1 dưới đây. 

Trước hết ta xét hai bổ đề sau. 

Bổ đề 1. Cho hai ma trận 𝑃 ∈ 𝕄(𝑟, 𝑝), 𝑄 ∈ 𝕄(𝑝). Khi đó, nếu 𝑄 khả nghịch thì 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑃) =
𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑃𝑄). 
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Chứng minh. Giả sử {𝒆𝟏, 𝒆𝟐, … , 𝒆𝒑} là cơ sở chính tắc của ℝ𝑝. Vì 𝑄 khả nghịch nên 

{𝑄𝒆𝟏, 𝑄𝒆𝟐, … , 𝑄𝒆𝒑} lập thành một cơ sở của ℝ𝑝. Do đó:  

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑃) = dim(𝐼𝑚(𝑃)) = dim(𝑆𝑝𝑎𝑛𝑛({𝑃𝒆𝟏, 𝑃𝒆𝟐, … , 𝑃𝒆𝒑}))

= dim(𝑆𝑝𝑎𝑛𝑛({𝑃𝑄𝒆𝟏, 𝑃𝑄𝒆𝟐, … , 𝑃𝑄𝒆𝒑})) = dim(𝐼𝑚(𝑃𝑄)) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑃𝑄), 

Trong đó, 𝐼𝑚(. ), 𝑆𝑝𝑎𝑛𝑛(. ) là các ký hiệu của không gian ảnh của ma trận và bao tuyến tính 

của tập véctơ tương ứng. Chẳng hạn,  

𝐼𝑚(𝑃) = {𝑃𝒙|𝒙 ∈ ℝ𝑝}, 𝑆𝑝𝑎𝑛𝑛({𝑃𝒆𝟏, 𝑃𝒆𝟐, … , 𝑃𝒆𝒑}) = {∑ 𝜆𝑗𝒆𝑗

𝑝

𝑗=1
|𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑝 ∈ ℝ}.    ◻ 

Bổ đề 2. Xét hai ma trận 𝐴, 𝐵 cho bởi: 

𝐴 =

[
 
 
 
 
 

1 𝑡0    𝑡0
2

1 𝑡1    𝑡1
2

…    𝑡0
𝑘

…     𝑡1
𝑘

     ⋮ ⋮ ⋮     
     1 𝑡𝑘−1 𝑡𝑘−1

2

    0 1 2𝑡𝑘

…    ⋮
…   𝑡𝑘−1

𝑘

…   𝑘𝑡𝑘
𝑘−1]

 
 
 
 
 

, 𝐵 =

[
 
 
 
 
 

0 1    2𝑡1
0 1 2𝑡2

…    𝑘𝑡1
𝑘−1

…     𝑘𝑡2
𝑘−1

     ⋮ ⋮  ⋮     
     0 1 2𝑡𝑘−1

    1 𝑡𝑘 𝑡𝑘
2

…    ⋮
…   𝑘𝑡𝑘−1

𝑘−1

…   𝑡𝑘
𝑘 ]

 
 
 
 
 

. 

Khi đó, ma trận 𝐴 là khả nghịch và hạng của ma trận 𝐵 bằng 𝑘, với mọi bộ điểm lưới đôi một 

phân biệt 𝑡0, 𝑡1, … , 𝑡𝑘 và 𝑡0, 𝑡1, … , 𝑡𝑘−1 đều khác không. 

Chứng minh. Xét ma trận vuông con 𝐴∗ cấp 𝑘 của 𝐴 gồm 𝑘 hàng đầu tiên (từ trên xuống) và 𝑘 

cột cuối cùng (từ trái qua phải), 

𝐴∗ ≔

[
 
 
 

𝑡0 𝑡0
2

𝑡1 𝑡1
2

…   𝑡0
𝑘

…    𝑡1
𝑘

⋮ ⋮    
  𝑡𝑘−1 𝑡𝑘−1

2
…  ⋮
…  𝑡𝑘−1

𝑘 ]
 
 
 

 

thỏa mãn 

det(𝐴∗) = 𝑡0𝑡1 …𝑡𝑘−1 det(𝑉𝑎𝑛𝑑𝑒𝑟𝑚𝑜𝑛𝑑𝑒(𝑡0, … , 𝑡𝑘−1)) = 𝑡0𝑡1 …𝑡𝑘−1 ∏ (𝑡𝑖 − 𝑡𝑗)

0≤𝑗<𝑖≤𝑘−1

≠ 0. 

Ở đây, 𝑉𝑎𝑛𝑑𝑒𝑟𝑚𝑜𝑛𝑑𝑒(𝑡0, … , 𝑡𝑘−1) là ma trận Vandermonde với hàng thứ 𝑗 được tạo thành từ 

các đơn thức 𝑡𝑗−1
𝑖 , ∀𝑖 = 0,… , 𝑘 − 1 sắp xếp theo thứ tự tăng dần của 𝑖. 

Xét ma trận vuông con 𝐵∗ cấp 𝑘 − 1 của 𝐵 gồm 𝑘 − 1 hàng đầu tiên (từ trên xuống) và 𝑘 − 1 

cột (trái qua phải) từ cột thứ 2 đến cột thứ 𝑘, 

𝐵∗ ≔

[
 
 
 

1 2𝑡1
1 2𝑡2

…   (𝑘 − 1)𝑡1
𝑘−2

…    (𝑘 − 1)𝑡2
𝑘−2

    ⋮ ⋮    
   1 2𝑡𝑘−1

…  ⋮
… (𝑘 − 1) 𝑡𝑘−1

𝑘−2 ]
 
 
 

=

[
 
 
 

1 𝑡1
1 𝑡2

…   𝑡1
𝑘−2

…    𝑡2
𝑘−2

    ⋮ ⋮    
   1 𝑡𝑘−1

…  ⋮
…  𝑡𝑘−1

𝑘−2 ]
 
 
 

[

1 0
0 2

… 0
⋱ ⋮

⋮ ⋱
0 …

⋱ 0
0 𝑘 − 1

] 

= 𝑉𝑎𝑛𝑑𝑒𝑟𝑚𝑜𝑛𝑑𝑒(𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑘−1) [

1 0
0 2

… 0
⋱ ⋮

⋮ ⋱
0 …

⋱ 0
0 𝑘 − 1

]. 

det(𝐵∗) = (𝑘 − 1)! ∏ (𝑡𝑖 − 𝑡𝑗)

1≤𝑗<𝑖≤𝑘−1

≠ 0. 

Do đó, 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵∗) = 𝑘 − 1, 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵) = 𝑘.                                                                    ◻ 

Định lý 1. Hạng của ma trận tích 𝐵𝐴−1 bằng 𝑘. 
Chứng minh. Vì 𝐴 khả nghịch, nên 𝐴−1 tồn tại và khả nghịch, theo Bổ đề 1 và Bổ đề 2 ta có 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵𝐴−1) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵) = 𝑘.                                               ◻ 
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Rõ ràng, kết quả 𝐴(1) khả nghịch là rất ý nghĩa. Nó cho phép ta có thể chuyển đổi phương 

trình (2) về dạng lặp như đã trình bày trong công thức (4) của [1]. Công thức này cho phép 

chúng ta xây dựng thuật toán, trình thực thi và chứng minh sự hội tụ của phương pháp BDF dạng 

khối liên tục. 

Trong Bổ đề 2, chúng ta đặt ra điều kiện rằng các điểm lưới 𝑡0, 𝑡1, … , 𝑡𝑘−1 đều khác không. 

Nhưng điều kiện này thực sự không quá quan trọng, bằng các phương pháp đơn bước, ta hoàn 

toàn có thể thay thế 𝑘 giá trị xấp xỉ ban đầu bằng 𝑘 giá trị khác mà không chứa lưới gồm có một 

điểm lưới là 0. Sau đó, việc sinh ra ma trận 𝐴 sẽ thỏa mãn điều kiện của Bổ đề 2. Do đó, trong 

suốt bài báo này, ta luôn có thể giả sử 𝐴−1 tồn tại. 

3. Bậc ổn định của phương pháp BDF dạng khối liên tục với số bước 𝒌 ≥ 𝟐 

Phần này trình bày chứng minh các đẳng thức (4) cho trường hợp bước số bước 𝑘 tổng quát. 

Điều này cho thấy các phương pháp BDF dạng khối liên tục với 𝑘 ≥ 2 đều có bậc ổn định 𝑟 > 0.  

3.1. Dạng ma trận của (𝟒) 

Từ đẳng thức (6), ta thấy rằng (4) tương đương với đẳng thức: 

∑ 𝐵𝐴𝑗
−1

𝑘−1

𝑗=0

= 𝒆𝒌 = (0,… ,0,1)𝑇 ∈ ℝ𝑘 ,                      (7) 

với 𝒆𝒌 = (0,… ,0,1)𝑇 là véctơ cơ sở chính tắc thứ 𝑘 của ℝ𝑘, và 𝐴𝑗
−1 ∈ ℝ𝑘+1 là véctơ cột thứ 

𝑗 + 1 (0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘) của ma trận 𝐴−1. Giả sử: 

𝐴−1 ≔ [𝐴0
−1, 𝐴1

−1, … , 𝐴𝑘
−1] = [

𝛼00 𝛼01

𝛼10 𝛼11

… 𝛼0𝑘

… 𝛼1𝑘

⋮ ⋮
𝛼𝑘0 𝛼𝑘1

⋱ ⋮
… 𝛼𝑘𝑘

]. 

Giả sử 𝐴𝑗 là véctơ cột thứ 𝑗 + 1 (0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘) của ma trận 𝐴, ta có 𝐴 = [𝐴0, 𝐴1, … , 𝐴𝑘] và  

𝐴𝐴𝑗
−1 = 𝒆̂𝒋+𝟏 = (0,… ,0,1,0,… ,0)𝑇 ∈ ℝ𝑘+1 , ∀𝑗 = 0,… , 𝑘,            (8) 

với véctơ cột 𝒆̂𝒋+𝟏 là véctơ thứ 𝑗 + 1 trong cơ sở chính tắc của ℝ𝑘+1 mà chỉ có một thành 

phần khác không là 1 ở vị trí thứ 𝑗 + 1. 

3.2. Bậc ổn định dương của các phương pháp BDF k bước dạng khối liên tục 

Kết quả chính được trình bày trong Định lý 2. Trước hết, ta có kết quả sau: 

Bổ đề 3. Với các véctơ cột xác định 𝐴−1 ở (8) thì ∑ 𝐴𝑗
−1𝑘−1

𝑗=0 = 𝒆̂𝟏 = (1,0,… ,0)𝑇 ∈ ℝ𝑘+1. 

Chứng minh. Với mọi 𝑗 = 0,… , 𝑘 − 1, từ (8) ta có: 

∑ 𝛼𝑖𝑗𝐴𝑖

𝑘−1

𝑖=0

= 𝒆̂𝒋+𝟏. 

Do đó, ∑ (∑ 𝛼𝑖𝑗𝐴𝑖
𝑘−1
𝑖=0 )𝑘−1

𝑗=0 = ∑ 𝒆̂𝒋+𝟏
𝑘−1
𝑗=0 = (1,1, … ,1,0)𝑇 = 𝐴0 ∈ ℝ𝑘+1. Từ đó ta được: 

(∑ 𝛼𝑖𝑗

𝑘−1

𝑗=0

− 1)𝐴0 + ∑ (∑ 𝛼𝑖𝑗

𝑘−1

𝑗=0

)𝐴𝑖

𝑘−1

𝑖=1

= 𝟎̂ = (0,… ,0)𝑇 ∈ ℝ𝑘+1.            (9)  

Từ Bổ đề 2, vì 𝐴 khả nghịch, các véctơ cột của 𝐴 độc lập tuyến tính. Điều này làm cho đẳng  

thức (9) kéo theo: 

∑ 𝛼𝑖𝑗

𝑘−1

𝑗=0

= 1, ∑ 𝛼𝑖𝑗

𝑘−1

𝑗=0

= 0, ∀𝑖 = 1,2,… , 𝑘 − 1.  

Tức là ∑ 𝐴𝑗
−1𝑘−1

𝑗=0 = 𝒆̂𝟏.                                                                       ◻ 
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Định lý 2. Các phương pháp BDF 𝑘 bước dạng khối liên tục (3) với mọi 𝑘 ≥ 2 đều có bậc 

𝑟 ≥ 0 thỏa mãn điều kiện (4). 
Chứng minh. Ta chỉ cần chứng minh (7) là đủ. Thật vậy, từ Bổ đề 3, ta có: 

∑ 𝐵𝐴𝑗
−1

𝑘−1

𝑗=0

= 𝐵 (∑ 𝐴𝑗
−1

𝑘−1

𝑗=0

) = 𝐵𝒆̂𝟏 = 𝒆𝒌 = (0,… ,0,1)𝑇 ∈ ℝ𝑘 . 

Điều này có được từ thực tế rằng cột véctơ đầu tiên của ma trận 𝐵 chính là 𝒆𝒌.               ◻ 

3.3. Các hệ quả về mặt đại số 

Phần này, ta sẽ trình bày các kết quả về lớp các đa thức với hệ số đối xứng thu được từ chứng 

minh của Định lý 2. Lớp các đa thức bậc 𝒌 này là: 

𝑃𝑗(𝑥) = 𝛼0𝑗 + 𝛼1𝑗𝑥+. . . +𝛼𝑘𝑗𝑥
𝑘 , ∀𝑗 = 0, . . . , 𝑘,               (10) 

thỏa mãn các điều kiện, với mọi 𝑗 = 0,… , 𝑘 − 1, 

{

𝑃𝑗(𝑡𝑠) = 0, ∀𝑠 = 0, . . . , 𝑘 − 1, 𝑠 ≠ 𝑗.

𝑃𝑗(𝑡𝑗) = 1,

𝑃𝑗
′(𝑡𝑘) = 0.

(11) 

{
𝑃𝑘(𝑡𝑠) = 0, ∀𝑠 = 0,… , 𝑘 − 1,

𝑃𝑘
′(𝑡𝑘) = 1.

  (12) 

Kết quả sau đây cho ta cách biểu diễn dạng tường minh của họ các đa thức này. 

Định lý 3. Các đa thức cho bởi điều kiện (11) và (12) là: 

𝑃𝑗(𝑥) =
∏ (𝑥 − 𝑡𝑖)

𝑘−1
𝑖=0,𝑖≠𝑗

∏ (𝑡𝑗 − 𝑡𝑖)
𝑘−1
𝑖=0,𝑖≠𝑗

[𝜃𝑗(𝑥 − 𝑡𝑗) + 1], 𝜃𝑗 =

−∑ ∏ (𝑡𝑘 − 𝑡𝑖)
𝑘−1

𝑖=0,
𝑖≠𝑠,𝑖≠𝑗

𝑘−1
𝑠=0

∑ ∏ (𝑡𝑘 − 𝑡𝑖)
𝑘−1
𝑖=0,𝑖≠𝑠

𝑘−1
𝑠=0

, ∀𝑗 = 0,… , 𝑘 − 1, 

𝑃𝑘(𝑥) =
∏ (𝑥 − 𝑡𝑖)

𝑘−1
𝑖=0

∑ ∏ (𝑡𝑘 − 𝑡𝑖)
𝑘−1
𝑖=0,𝑖≠𝑠

𝑘−1
𝑠=0

. 

 

Định lý sau là hệ quả thu được từ Định lý 2. Kết quả này cho chúng ta những tính chất đẹp 

của các đa thức (11). 
Định lý 4. Các đa thức (10) thỏa mãn: 

∑ 𝑃𝑗(𝑡𝑘)

𝑘−1

𝑗=0

= 1, ∑ 𝑃𝑗
′(𝑡𝑠)

𝑘−1

𝑗=0

= 0, ∀𝑠 = 1,… , 𝑘 − 1. 

Chứng minh. Từ định nghĩa (10) của các đa thức 𝑃𝑗 ta có, với mọi 𝑗 = 0,… , 𝑘 − 1, thành phần 

thứ 𝑠 của véctơ cột 𝐵𝐴𝑗
−1 là 𝑃𝑗

′(𝑡𝑠), ∀ 𝑠 = 1,… , 𝑘 − 1, và thành phần thứ 𝑘 của véctơ cột 𝐵𝐴𝑗
−1 là 

𝑃𝑗(𝑡𝑘). Do đó, theo Định lý 2, ∑ 𝑃𝑗
′(𝑡𝑠)

𝑘−1
𝑗=0 = 0 là thành phần thứ 𝑠 (𝑠 = 0,… , 𝑘 − 1) của véctơ cột 

∑ 𝐵𝐴𝑗
−1𝑘−1

𝑗=0  và ∑ 𝑃𝑗(𝑡𝑘)𝑘−1
𝑗=0 = 1 là thành phần thứ 𝑘 của véctơ ∑ 𝐵𝐴𝑗

−1𝑘−1
𝑗=0 .                       ◻ 

4. Kết luận 

Bài báo đã trình bày chứng minh chặt chẽ cho trường hợp 𝑘 bước tổng quát của họ các 

phương pháp BDF dạng khối liên tục. Các kết quả quan trọng này làm cơ sở lý thuyết tổng quan 

cho các phương pháp. Đồng thời các kết quả thu được ở [1] nhờ đó có thể mở rộng cho trường 

hợp 𝑘 ≥ 2 tổng quát, làm cho các phương pháp này càng thể hiện rõ ràng tính ưu việt. Ngoài ra, 

các kết quả này là cơ sở cho những sự cải tiến tiếp theo có thể được phát minh trong tương lai. 
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