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chiều của hệ Navier-Stokes trong đó số hạng phi tuyến bao gồm một nhân 

tử chặt cụt ( )
N
F u‖ ‖  dựa trên chuẩn của gradient của nghiệm trong toàn 

miền. Các tác giả gọi hệ này là hệ phương trình Navier-Stokes cải biên 

toàn cục ba chiều. Các phương trình đạo hàm riêng ngẫu nhiên là một 

công cụ đắc lực để hiểu và nghiên cứu về mặt toán học của lý thuyết thủy 

động lực học và sự chuyển động hỗn loạn của chất lỏng. Để mô hình hóa 

chất lỏng hỗn loạn, các nhà toán học thường sử dụng các phương trình 

ngẫu nhiên thu được từ việc thêm một số hạng nhiễu vào phương trình 

động lực học của chất lỏng. Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu hệ 

Navier-Stokes ngẫu nhiên cải biên toàn cục ba chiều với nhiễu cộng tính 

trong miền không bị chặn thỏa mãn bất đẳng thức Poincaré. Bởi quá trình 

Ornstein-Uhlenbeck, chúng tôi chuyển hệ ngẫu nhiên thành hệ tất định 

với các tham số ngẫu nhiên. Sau đó, chúng tôi chứng minh sự tồn tại và 

duy nhất nghiệm yếu của hệ theo phương pháp Galerkin. 
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1. Mở đầu 

Hệ phương trình Navier-Stokes (hai hoặc ba chiều) là một lớp hệ rất quan trọng trong cơ học 

chất lỏng, lớp hệ này đã được nhiều tác giả trên thế giới quan tâm nghiên cứu và đạt được nhiều 

kết quả quan trọng. Trong trường hợp hai chiều, sự tồn tại và duy nhất nghiệm trong cả trường 

hợp tất định và ngẫu nhiên các kết quả đạt được tương đối trọn vẹn. Tuy nhiên, trong trường hợp 

ba chiều, ta biết rằng tính đặt đúng vẫn còn là vấn đề mở, ngay cả khi hệ là tất định. Gần đây, để 

đạt được tính đặt đúng trong trường hợp ba chiều, nhiều tác giả trên thế giới tập trung nghiên cứu 

những alpha-mô hình [1], đây là những biến thể của hệ Navier-Stokes ba chiều. Một trong những 

alpha-mô hình đó là hệ phương trình Navier-Stokes cải biên toàn cục ba chiều. Trong trường hợp 

tất định, lớp hệ này được đề cập và nghiên cứu đầu tiên bởi Caraballo và các cộng sự [2], trong 

đó các tác giả đã chứng minh sự tồn tại và duy nhất nghiệm mạnh của hệ, sau đó chứng minh sự 

tồn tại tập hút toàn cục trong không gian V của hệ. Từ công trình này, nhiều vấn đề về hệ Navier-

Stokes cải biên toàn cục ba chiều đã được các nhà khoa học nghiên cứu như sự tồn tại và duy 

nhất của nghiệm yếu và nghiệm mạnh cũng như dáng điệu tiệm cận của nghiệm [3] - [8]. Trong 

trường hợp ngẫu nhiên, các nghiên cứu về hệ Navier-Stokes cải biên toàn cục ba chiều vẫn còn 

khá khiêm tốn, nhiều bài toán vẫn đang là vấn đề mở, thú vị cần được nghiên cứu. 

Giả sử  là miền không bị chặn trong 3  thỏa mãn bất đẳng thức Poincaré, theo nghĩa tồn 

tại hằng số 0   sao cho: 2 2 1
0

| | ,  ( )dx dx H        . Cho trước   , ta xét hệ 

Navier-Stokes ngẫu nhiên cải biên toàn cục ba chiều với nhiễu cộng tính có dạng  

0

( )
( )( · ) ( , ) ( ) , , ,

· 0, , ,

( , ) 0, , ,

( , ) ( ), .

N

dW tu
u F u u u f x t p g x x t

t dt
u x t

u x t x t

u x u x x

 








         

   

    


 

‖ ‖

  (1) 

Trong đó ( , )u u x t  là hàm vận tốc chưa biết của dòng chất lỏng, 
0
u  là điều kiện ban đầu, 

 ,p p x t  là hàm áp suất, 0   là hệ số nhớt của chất lỏng,  ,f x t  là hàm ngoại lực, W  là 

quá trình Wiener thực, ( )g D A  với A  là toán tử Stokes (xem Mục 2), 
N
F  là hàm cải biên toàn 

cục cho bởi  1: (0, ) (0;1],  ( ) min 1,
N N
F r F r Nr    . 

2. Phương pháp nghiên cứu 

Chúng tôi sử dụng phép đổi biến thích hợp để chuyển hệ ngẫu nhiên thành hệ tất định với các 

tham số ngẫu nhiên. Từ đó, chúng tôi áp dụng các phương pháp của lí thuyết hệ động lực tiêu hao 

vô hạn chiều để chứng tỏ sự tồn tại và duy nhất nghiệm yếu của hệ.  

3. Kết quả và bàn luận 

3.1. Các kiến thức chuẩn bị  

Giả sử ( , , )  là không gian xác suất, trong đó 
0
( , ) { ( , ) : (0) 0}C C      , 

 là  - đại số Borel,  là độ đo Wiener trên ( , )  với ( , ) ( )W t t  . Ký hiệu { }
t t



 là 

dịch chuyển Wiener trên ( , , )  cho bởi: ( ) ( ) ( )
t
s t s t       với mọi ,s t  . 

Ta nhắc lại một số không gian hàm cơ bản và các toán tử thường dùng: 
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3

0
{ [ ( )] : · 0}u C u     và 2( )L  là không gian các hàm véc tơ bình phương khả tích 

từ  vào 3 . Gọi 2 3[ ( )]L  và 
1 3

0
[ ( )]H  là các không gian Hilbert trang bị các tích vô hướng  

3
2 3

1

( , ) : ·  , , [ ( )] ,
i i

i

u v u vdx u v dx u v L


       

3 3
1 3

0
1 , 1

(( , )) : ·  , , [ ( )] ,i i
i i

i i j j j

u v
u v u v dx dx u v H

x x 

 
     

 
    

với các chuẩn tương ứng với các tích vô hướng nói trên 
1/2| |: ( , )u u u , 2 3[ ( )]u L    và  

1/2: (( , ))u u u‖ ‖ , 
1 3

0
[ ( )]u H  . 

Ký hiệu H  và V  là bao đóng tương ứng của  trong 2 3[ ( )]L  và 
1 3

0
[ ( )]H , *H  và *V  

tương ứng là các không gian đối ngẫu của H  và V , *V
‖ ‖  là ký hiệu của chuẩn trên *V  và ·,·   

là kết hợp đối ngẫu giữa V  và *V . Toán tử Stokes *:A V V  định nghĩa bởi 

, (( , )),  ,Au v u v u v V     , với 2 3( ) [ ( )] .D A H V   

Toán tử song tuyến tính *:B V V V   định nghĩa bởi 

3

, 1

( , ), ( , , )  , , , .j

i j
i j i

v
B u v w b u v w u w dx u v w V

x


     


   

Ta có ,  , ,( , , ) ( , , )b u v w b u w u v w Vv    ; ( , , ) 0,  , .b u v v u v V   Để đơn giản trong ký 

hiệu, ta viết ( , )Bu B u u . Với những ký hiệu như trên, hệ (1) được viết lại dưới dạng 

( )
( ) ( , ) ( ) .     
N

dW tdu
Au F u Bu f x t g x

dt dt
   ‖ ‖  (2) 

Xét phương trình Ornstein-Uhlenbeck một chiều có dạng 

( ) ( ) ( ),
t t

dz z dt dW t        

trong đó     và   là một hằng số dương cố định. Chú ý rằng tồn tại một tập -
t
 bất biến 

    với ( ) 1   sao cho ( )
t

z    là liên tục theo t  với mọi   . 

Các bổ đề dưới đây cần thiết cho chứng minh định lý chính ở mục sau. 

Bổ đề 3.1. (xem [9, 10]) Với mọi , ,u v w V , tồn tại hằng số 0C   sao cho  

(i) 
1 3 1 3

4 4 4 4| | || ( , , ) | |b u v C u v ww u w ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ,  

(ii) 
1 1

2 2| ( , , ) | | |Cb u v w u v w w ‖ ‖‖ ‖ ‖ ‖ . 

Bổ đề 3.2. (xem [2, 4]) Với mọi ,u v V  và với 0N  ,  

(i) (0 )
N

u F u N ‖ ‖ ‖ ‖ ,  

(ii) | ( ) ( ) | , 0
N N

u v
F u F v v

v


  

‖ ‖
‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖
. 

Để kết thúc mục này, ta giả thiết hàmg  thỏa mãn điều kiện sau 

(G) Tồn tại 0k   sao cho 2( , , ) | | ,b u g u k u u H   . 

3.2. Kết quả chính  

Đầu tiên ta trình bày định nghĩa về nghiệm yếu của hệ (1).  
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Định nghĩa 3.3. Giả sử 
2 *( , )
loc

f L V ,  ,    và 
0
u H . Ánh xạ 

0
(·, , , ) : [ , )u u H      được gọi là nghiệm yếu của hệ (1) nếu với bất kỳ T   thì 

0

2(·, , , ) ( , ; ) ( , ; ),u u C H L T V       

*( ) , trong .
N

du dW
Au F u Bu f g V

dt dt
   ‖ ‖  

Tiếp theo, ta sẽ chứng minh kết quả chính của mục này về sự tồn tại và duy nhất nghiệm yếu 

của hệ (1). Để làm điều đó, trước hết ta chuyển bài toán ngẫu nhiên (2) thành bài toán tất định với 

các tham số ngẫu nhiên bằng phép đổi biến 

0 0
( , , ) ( , , ) ( ) ( ),  ( ) ( )

t
v t u t g x z v u g x z


           . (3) 

Từ (2) và (3), ta thu được 

( ) ( ) .     
N

dv
Av F v gz B v gz f gz Agz

dt
        ‖ ‖  (4) 

Định lý 3.4. Với 
2

0

*( , ), , , ,
loc

f L V u V      tồn tại duy nhất nghiệm yếu u  của  (1). 

Chứng minh. (i) Sự tồn tại nghiệm: Để chứng minh sự tồn tại nghiệm, ta chia thành bốn bước. 

 Bước 1 (Xấp xỉ Galerkin):  

Gọi  
1

( )
i i
e D A




  là cơ sở trực chuẩn cố định của H  bao gồm các véc tơ riêng của toán tử 

A , và do đó nó cũng trực giao trong V . Ký hiệu 
n
P  là phép chiếu trực giao từ 

H  xuống không gian hữn hạn chiều  1
: ,...,

n n
H span e e  cho bởi 

1

: ( , ) .
n

n j j
j

P v v e e


  Ta có 
n
P  

cũng là  phép chiếu trực giao xuống 
n
H  trong V . Xét xấp xỉ Galerkin 

1

( ) ( )
n

n nj j
j

v t c t e


  đối với 

hệ (4) có dạng 

( ) ( ) .    n
n n N n n n n n

dv
Av P F v gz B v gz P f zP g zP Ag

dt
        ‖ ‖  (5) 

Trong đó 
0

1
,0

: ( )  ; 
n

n n n j nj j
j

n
v v P v Av c e



    và  : 1
j
j   là các giá trị riêng của A . 

 Bước 2 (Các ước tính tiên nghiệm):  

Lấy tích vô hướng (5) với 
n
v  và chú ý rằng 

n n n
P v v , ta được 

2 2| | 2 2 ( ) ( , , )

                          2 , 2( , ).

n n N n n n n

n n

d
v v F v gz b v gz v gz v

dt
f v gz Agz v



 

     

    

‖ ‖ ‖ ‖
 (6) 

Sử dụng bất đẳng thức Young cho các số hạng trong vế phải của (6), ta có 

*

2 24
2 | , |

4n n V
f v v f




   ‖ ‖ ‖ ‖  (7) 

2
2 2 2 2 24

2 | ( , ) | 4 | | | | | | . 
2n n

gz Agz v v g z g z
 

  


   ‖ ‖ ‖ ‖  (8) 

Mặt khác, bởi tính chất của hàm 
N
F  và giả thiết (G) 
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2 2 2 2

  2 | ( ) ( , , ) |

2 | ( , , ) | 2 | || ( , , ) |

2 | || | 4 | | (| | | | | | ).

N n n n n

n n n n

n n

F v gz b v gz v gz v

b v gz gz v gz z b v gz g v gz

k z v gz k z v g z

  

     

   

‖ ‖

 (9) 

Thay (7)-(9) vào (6), ta thu được 

*

2 2 2 24
| | ( 4 | |) | | ( ),

4n n n tV

d
v k z v v f

dt


   


    ‖ ‖ ‖ ‖  (10) 

trong đó: 
2

2 2 2 3 2 24
( ) 4 | ( ) | 4 | | | ( ) | | | | ( ) | .
t t t t

g z k g z g z


         


  ‖ ‖  

Tiếp theo, nhân hai vế của  (10) với 
4 | ( )|tk ze  

 rồi lấy tích phân trên [ , ]s ,  ta suy ra 

*

( 4 | ( )|) 4 | ( )|2 2
,0 ,0

4 | ( )|( 4 | ( )|) 4 | ( )| 4 | ( )|2 2
,0

 | ( , , , ) | ( , , , )
4

4
| | ( ) ( ) .[ ]

s r

s r r

s

s

k z k z

n n n n

k zk z k z k z

n V

s

r

v s v v r v dr

v f r dr dr

e e

e e e e

     



          

 


   

  


  

   



  



 

‖ ‖

‖ ‖

  (11) 

Vì 
,0 0 0

| | | | | |
n n
v P v v   cùng với (11), ta có 

*

( 4 | ( )|) 4 | ( )|2 2
,0 ,0

4 | ( )|( 4 | ( )|) 4 | ( )| 4 | ( )|2 2
0

 | ( , , , ) | ( , , , )
4

4
| | ( ) ( ) .[ ]

s r

s r r

k z k z

n n n n

k zk z k z k

r

z

s

s

V

s

ev s v v r v dr

v

e

e f re e edr dr

     



          

 


   

  


  

   



  



 

‖ ‖

‖ ‖

  (12) 

Nhận thấy rằng vế phải của (12) là bị chặn, do đó 
n
v  bị chặn đều (theo n ) trong ( , ; )L T H  

và 2( , ; )L T V . Ta đánh giá thêm một mức nữa bằng cách nhân vô hướng (5) với 
n

Av  

2 2

2

  2 | |

2 ( ) ( , , ) 2( , ) 2 ( , ).

n

N

n

n n n n n n n

d
v Av

dt
F v gz b v gz v gz Av v f Av z g Ag Av



  



       

‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

  (13) 

Sử dụng Bổ đề 3.1 và bất đẳng thức Young cho các số hạng trong vế phải của (13), ta có  

* *

2 2 ,
4

| 2( , ) |
4 V Vn n

f Av Av f



 ‖ ‖ ‖ ‖   (14) 

*

2 2 2| 2 ( ) ( , , ) | | | ,
4n nN nn n nV

F v gz b v gz v gz Av Av C v C z


     ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖   (15) 

*

2 2 2| 2 ( , ) | | |
4

,
n n nV

z g Ag Av Av C v C z


    ‖ ‖ ‖ ‖   (16) 

trong đó 0C   là một hằng số nào đó và nó không nhất thiết phải giống nhau trong các đánh 

giá. Thay (14)-(16) vào (13), ta được 

* *

2 2 2 2 25 4
| | .

4 n V Vn n

d
v Av C v C z f

dt




   ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖   (17) 

Bỏ qua số hạng thứ hai trong vế trái của (17), sau đó tích phân hai vế trên [ , ]s  với chú ý rằng 

0 00, nn
v P v v ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ , ta suy ra 

*

2 2 2 2 2

,0 0

4
( , , , ) ( ) | ( ) | ( ) .

n r V

s s s

n n
v s v v C v r dr C z dr f r dr

  
   


     ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖   (18) 

Từ (18) ta thấy 
n
v  bị chặn đều (theo n ) trong ( , ; )L T V . Do A  là toán tử tuyến tính liên 

tục từ V  vào *V , nên  nAv  bị chặn đều (theo n ) trong 2 *( , ; )L T V .  Mặt khác, theo Bổ đề 3.1 
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*

2 2 2 2( , ) 2 ( | | ),
n n n nV

B v gz v gz C v gz C v z g     ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  

nên  ( )
n

B v gz  bị chặn đều (theo n ) trong 2 *( , ; )L T V  và do đó 

 ( )( )
n N nn
P F v gz B v gz ‖ ‖  bị chặn đều (theo n ) trong 2 *( , ; )L T V . Lại do (5) ta có 

( ) ( ) ,     n
n n N n n n n n

dv
Av P F v gz B v gz P f zP g zP Ag

dt
         ‖ ‖  

nên n
dv

dt

  
 
  

 bị chặn đều (theo n ) trong 2 *( , ; )L T V .   

 Bước 3 (Chuyển qua giới hạn):  

Từ các ước lượng ở Bước 2, ta có thể trích ra một dãy con của dãy  nv , mà ta vẫn ký hiệu 

dãy con đó là  nv , sao cho 

n
v  hội tụ yếu đến v  trong 2( , ; )L T V , 

n
Av  hội tụ yếu đến Av  trong 2 *( , ; )L T V , 

n
dv

dt
 hội tụ yếu đến 

dv

dt
 trong 2 *( , ; )L T V . 

Tiếp theo, ta cần chứng minh sự hội tụ yếu của số hạng ( )( )
n N nn
P F v gz B v gz ‖ ‖  và do đó 

ta chỉ cần chứng tỏ rằng với mỗi 1,2,...j  thì 

( ) ( , , ) ( ) ( , , )lim .
N n n n Nn j j

t t

F v gz b v gz v gz e dr F v gz b v gz v gz e dr
 


      ‖ ‖ ‖ ‖  

Đặt supp( )
j j

e  , thì 
j
 là miền bị chặn. Lập luận tương tự như trong Định lý 7 [2] 

(Trường hợp 1), ta có  

    

lim   

                                      

( )(( ) )( )

( )(( ) )(   )  

N n n n

N

t

n

t

F v gz v gz v gz dxdr

F v gz v gz v gz dxdr






    

   






 







 

 ‖ ‖

‖ ‖

 

lim   

                                           

( )(( ) )( )

( )(( ) )( )

j

j

t

n N n

N

t

n n
F v gz v gz v gz dxdr

F v gz v gz v gz dxdr








     

 









  









‖ ‖

‖ ‖

                        

( ) ( , , ) ( ) ( , , )lim .0
N n n n j N j

t

n
F v gz b v gz v gz e F v gz b v gz v gz e dr




 
 

       ‖ ‖ ‖ ‖  

Chuyển qua giới hạn trong (5) ta nhận được v  là nghiệm yếu của (4) và do đó u  là nghiệm 

yếu của (1). 

 Bước 4 (Chứng minh 
0

( )u u   ):  

Chọn tùy ý hàm thử 
1( , ; )C T V   với ( ) 0T   rồi lấy tích vô hướng của (4) với    
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, (( , )) ( ) ( , , ) , ( , ).     
N

dv
v F v gz b v gz v gz f gz Agz

dt
                  ‖ ‖   (19) 

Tích phân từng phần (19) từ   đến T , ta được  

( ) ( , , )  ( , ') (( , ))

( ( ), ( )) ., ( , )

N

T T T

T T

v dt v dt dF v gz b v gz v gz

f g

t

v t dtz zd Ag

  

 

  

    

  



  

   

  

 

‖ ‖

  (20) 

Thực hiện tương tự với nghiệm xấp xỉ Galerkin, ta cũng có 

  ( , ') (( , ))

( ( )

( ) ( , , )

, (, , )( )) .

N

T T T

n n

T T

n n

n

n
F v gz b v gz v gz

f

v dt v dt dt

v gz Agzdt dt

  

 

  





   

  

 

  

   

  

 

‖ ‖

  (21) 

Chuyển qua giới hạn trong (21) với chú ý rằng 
0 0

( )
n n
v P v v    (khi n  ) 

0

  ( , ') (( , )) ( ) ( , , )

,( , ( )) ( , .)

N

T T T

T T

F v gz b v gz v gzv dt v dt dt

v dt df gz Agz t

  

 

  

  



 

  

 

  

   

  

 

‖ ‖

  (22) 

So sánh (20) và (22) ta thấy 
0

( )v v  . Điều này kéo theo 
0

( )u u  .  

(ii) Sự duy nhất nghiệm: Giả sử 
1 2
,u u  là hai nghiệm yếu của hệ (1) với cùng điều kiện đầu. 

Ký hiệu 
2 1 2 1
u u v v     . Sử dụng (4) cho các nghiệm 

1 2
,v v  ta suy ra 

2 2 2 1 1 1

2 2

2 1 1 2

1 1

2 21
| |

2
( ) ( , , ) ( ) ( , , )

( ) ( , , )

  [ ( ) ( )] ( , , )

  ( ) ( , , ).

N N

N

N N

N

d

dt
F v gz b v gz v gz F v gz b v gz v gz

F v gz b v gz

F v gz F v gz b v gz v gz

F v gz b v gz

 

 

 











        

   

     

  

‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖

  (23) 

Áp dụng các bổ đề 3.1 và 3.2, bất đẳng thức Young ta có các đánh giá 

2 2

3/2 1/

2 2

2

2 4 4 2

2

4

| ( ) ( , , ) | | ( , , ) | | |

                                      ( | | ) |
4

,|

N
F v gz b v gz b v gz C v gz

C v z g

     

 


     

  

‖ ‖ ‖ ‖‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖
   (24) 

1/2 1/2

3/2 1/2 2 4 4 4

2 1 1 2

1 2

1

2
2

2

| ( ) ( )] ( , , )

| |

| | ( | | ) | ,|
4

|
N N
F v gz F v gz b v gz v gz

C v gz v gz
v gz

C v gz C v z g




 


   

    

  


    

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖
‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

  
(25) 

và  
3/2 1/2

2 4 4

1 1

1

4 2

1 1
| ( ) ( , , ) | | ( , , ) | | |

                                     ( | | ) | | .
4

N
F v gz b v gz b v gz C v gz

C v z g

     

 


    

  

‖ ‖ ‖ ‖‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖
   (26) 
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Thay (24)-(26) vào (23), ta thu được 

2

2 2 4

1

4 4 4 22
| | (2 3 | | ) | | .

2
[ ]d
C v v g z

dt


  


    ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖   (27) 

Lược bỏ số hạng thứ hai trong vế trái của (27), sau đó áp dụng bất đẳng thức Gronwall trên 

[ , ]t , ta suy ra 

( )2 2| ( ) | | ( ) | ,
t
s dQ s

t e      (28) 

với 
2 1

4 4 4 42
( ) (2 ( ) ( ) 3 | ( ) | ).

s
Q s C v s v s g z  


   ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖  Vì 

1 2
,u u  có cùng điều kiện 

đầu nên ( ) 0   . Do đó từ (28) ta có ( ) 0t   với mọi t  , hay 
1 2
u u .                                   

4. Kết luận 

Trong nghiên cứu này, chúng tôi đã chứng minh được sự tồn tại và duy nhất nghiệm yếu của 

hệ Navier-Stokes ngẫu nhiên cải biên toàn cục 3 chiều với nhiễu cộng tính trong miền không bị 

chặn. Từ đó, ta có thể phát triển một số hướng nghiên cứu tiếp theo đối với hệ này, chẳng hạn 

như: Sự tồn tại tập hút của hệ; Tính liên tục theo xác suất, liên tục hầu chắc chắn của tập hút đối 

với khoảng cách Hausdorff cùng với tính trơn và số chiều của nó. 
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