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Tóm tắt 

 Xét phương trình sai phân cấp k dạng )()( nrxxf nkn   (k là số nguyên 1 ), trong đó 

 
1

)(
n

nr là một dãy số thực đã cho hội tụ tới giới hạn M và f là một ánh xạ co chặt từ 

vào . Tác giả chứng minh rằng nếu phương trình được xét có nghiệm bị chặn thì mọi nghiệm 

bị chặn của phương trình đó phải hội tụ về điểm bất động duy nhất của ánh xạ Mf  . 

Từ khóa: Ánh xạ co chặt, điểm bất động, phương trình sai phân cấp k, nghiệm bị chặn của phương 
trình sai phân, dãy hội tụ. 

Abstract 

Consider a k-order difference equation of type
)()( nrxxf nkn   (k is an integer 1 ), 

where 
 

1
)(

n
nr

 is a given real sequence converging to M and 
f

  is a strictly contractive 

map from  into . The author proved that if the considered equation has bounded solutions 

then any its bounded solution must converge to the unique fixed point of the map 
Mf 

. 

Keywords: Strictly contractive map, fixed point, k-order difference equation, bounded solution of a 
difference equation, convergent sequence. 

1. Đặt vấn đề 

Định lý ánh xạ co Banach được ứng dụng để chứng minh sự tồn tại nghiệm của một số 
phương trình vi phân, phương trình hàm cũng như sự ổn định nghiệm của một số phương trình hàm 
(xem [2], [4], [5], [6], [7], [8]). Trong bài báo này tác giả sử dụng định lý ánh xạ co Banach để chứng 
minh sự hội tụ của các nghiệm bị chặn (nếu có) của phương trình sai phân dạng 

)()( nrxxf nkn  , trong đó f là một ánh xạ co chặt từ tập số thực  vào chính nó và  
1

)(
n

nr

là một dãy số thực đã cho hội tụ về giới hạn M . 

2. Kết quả chính 

Tác giả đã chứng minh định lý sau:  

2.1. Định lý: Xét phương trình sai phân cấp k dạng )()( nrxxf nkn   (k là số nguyên 1 ), trong 

đó  
1

)(
n

nr là một dãy số thực đã cho hội tụ tới giới hạn M và f là một ánh xạ co chặt từ  vào 

. Khi đó mọi nghiệm bị chặn (nếu có) của phương trình được xét phải hội tụ về nghiệm duy nhất 

của phương trình xMxf )( . 

Để chứng minh kết quả trên, chúng ta cần một số định nghĩa và mệnh đề bổ trợ. 

Định nghĩa 1: Cho X  là một tập khác rỗng và XXf : là một ánh xạ. Phần tử Xx *

gọi là một điểm bất động của ánh xạ f  nếu **)( xxf  . 

Định nghĩa  2: Cho X  là một không gian metric với metric d , ánh xạ XXf : gọi là một 

ánh xạ co chặt nếu tồn tại số )1,0[ sao cho ),())(),(( yxdyfxfd   với mọi Xyx , . 

Định lý ánh xạ co Banach: Cho X  là một không gian metric đầy đủ với metric d , 

XXf : là một ánh xạ co chặt. Khi đó f có điểm bất động duy nhất Xx * và với mọi Xx 0  

dãy lặp  
0nnx xác định bởi )1()( 1   nxfx nn  luôn hội tụ về *x . 
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Trong bài báo này các ký hiệu 
 , 0c  tương ứng chỉ không gian Banach các dãy số thực bị 

chặn và không gian Banach các dãy số thực hội tụ về 0 với chuẩn supremum: 

                        
n

n

xx sup  nếu  



1nnxx là phần tử của 

 hoặc của 0c . 

Chú ý rằng 0c  là không gian con đóng của 
 . Ta có mệnh đề: 

Mệnh đề 1 (xem [3]): Không gian thương 
0/ c  là không gian Banach với chuẩn 

nxx suplim][  , trong đó ][x  là phần tử của 
0/ c  chỉ lớp tương đương chứa dãy  




1nnxx

của không gian 
 . 

Bây giờ ta đã sẵn sàng cho chứng minh của định lý 2.1. 

Chứng minh định lý 2.1. Bởi vì MnrxMxfnrxxf nknnkn   )()()()( và 

Mf    là ánh xạ co chặt nếu f là ánh xạ co chặt nên không giảm tổng quát ta có thể xem 0M

, tức là ta có 0])([lim 


nkn
n

xxf . Ký hiệu 00 //: ccTk

   là ánh xạ đặt tương ứng lớp 

0/][ cy   chứa dãy   


 

1nnyy  với lớp   0/])([][][ cyfyTz knk



    chứa dãy 

  

  
1

)(
nknn yfzz . Dễ thấy, kT  được xác định một cách đúng đắn và là ánh xạ co chặt từ 

0/ c  vào chính nó. Thật vậy, vì f  là ánh xạ co chặt nên nó liên tục ( thậm chí là liên tục đều). Do 

đó, nếu   


 

1nnyy  thì   

  
1

)(
nknn yfzz ( ảnh của một tập bị chặn qua một ánh xạ 

liên tục trên toàn bộ tập  là bị chặn). Mặt khác, với hai dãy tùy ý  



1nnyy ,  




1
''

nnyy  thuộc 

cùng một lớp tương đương trong 0/ c  ta có: 

                                             0'lim'lim  


knkn
n

nn
n

yyyy                 (1) 

Nếu )1,0[ là số nói trong định nghĩa 2 đối với ánh xạ co chặt f  ta có: 

                                 knknknkn yyyfyf   ')'()(                 (2) 

Từ (1) và (2) ta suy ra: 

                                                             0)'()(lim  


knkn
n

yfyf . 

Nghĩa là các dãy  
 1

)(
nknyf  và  

 1
)'(

nknyf  thuộc cùng một lớp tương đương trong 

0/ c  nên lớp   0/])([][][ cyfyTz knk



    được xác định không phụ thuộc vào việc ta chọn 

đại diện nào của lớp 0/][ cy  . Tiếp theo, nếu ][],[ vu  là hai phần tử tùy ý của 0/ c  tương 

ứng chỉ các lớp tương đương chứa các dãy     






 

11
,

nnnn vvuu  ta có: 

                          
][][suplim

suplim)()(suplim][][

vuvu

vuvfufvTuT

nn

knknknknkk



 




 

Vậy ánh xạ kT  là ánh xạ co chặt từ không gian Banach 0/ c  vào chính nó. Theo định lý 

ánh xạ co Banach,  kT  có duy nhất một điểm bất động *][x  là lớp tương đương chứa dãy 

  


 

1
**

nnxx . Theo định nghĩa của ánh xạ kT  điều đó có nghĩa là: 

                   0*)*(lim]*[])*([*][*][
11

 








 nkn
n

nnnknk xxfxxfxxT . 

Nhưng mặt khác, theo giả thiết của định lý 2.1, dãy   


 

1nnxx và thỏa mãn: 

                                                       0))((lim 


nkn
n

xxf . 
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Vậy lớp   ][][
1






nnxx  cũng là một điểm bất động của ánh xạ kT . Do tính duy nhất của điểm 

bất động *][x  ta phải có ][*][ xx  . Vì f là ánh xạ co chặt từ  vào , nó có duy nhất một điểm 

bất động a . Xét dãy dừng  



1nn aww . Ta có: 

                                    0))((lim)(  


nkn
n

wwfaaf  

Vậy lớp   ][][
1






nn aww  cũng là một điểm bất động của ánh xạ kT . Lại vì điểm bất động 

của kT  là duy nhất, ta phải có ][][*][ wxx  . Đẳng thức cuối cùng có nghĩa là: 

                                    axaxwx n
n

n
n

nn
n




lim0)(lim0)(lim  

Định lý được chứng minh hoàn toàn. 

2.2. Nhận xét 

- Các phương trình sai phân thỏa mãn điều kiện của định lý 2.1 có thể có các nghiệm không 

bị chặn. Chẳng hạn, phương trình sai phân 0
2

1
1  nn xx  ( 0)(,

2
)(  nr

x
xf , 1k ) có nghiệm 

tổng quát là 
n

n Cx 2. . Khi 0C  các nghiệm này không bị chặn. Vì vậy, trong phát biểu của định 

lý 2.1 không thể bỏ đi giả thiết về tính bị chặn của các nghiệm được xét. 

- Khẳng định của định lý 2.1 vẫn còn đúng nếu phương trình )()( nrxxf nkn   được xét 

trong miền phức. Chỉ cần thay các giả thiết trong định lý 2.1 tương ứng bởi các giả thiết “ f là một 

ánh xạ co chặt từ  vào ”, “ 
1

)(
n

nr là một dãy số phức đã cho hội tụ tới giới hạn M ”. Chứng 

minh không có gì thay đổi, bởi vì mệnh đề 1 vẫn còn đúng đối với các không gian 
 ( ) các dãy 

số phức bị chặn và không gian 0c ( ) các dãy số phức hội tụ về 0. 

- Nếu trong phát biểu của định lý 2.1 ta thêm vào giả thiết về tính bị chặn đối với ánh xạ f    ( 

nghĩa là tập f ( ) bị chặn trong ) thì có thể bỏ đi giả thiết về tính bị chặn của nghiệm, bởi vì khi 

đó giả thiết này tự động được thỏa mãn. Thực vậy, giả sử  
1nnx là một nghiệm của phương trình 

)()( nrxxf nkn   và  Axf )(  với mọi x . Từ giả thiết Mxxf nkn
n




])([lim ta 

suy ra dãy   
 

1
)(

nnkn xxf  bị chặn. Vậy tồn tại số 0B  sao cho Bxxf nkn  )(  với mọi số 

nguyên dương n . Suy ra ABxfBx knn   )(  với mọi n  nguyên dương. Điều đó có nghĩa 

là dãy  
1nnx  bị chặn. 

3. Các ví dụ áp dụng 

Trước hết ta có nhận xét rằng nếu )(xf  là một hàm thực liên tục trên  và a  là một nghiệm  

(không bắt buộc phải duy nhất) của phương trình xMxf )(  thì mọi dãy dạng  



1nnn sax

, trong đó  
1nns  là một dãy số thực có giới hạn bằng 0 , sẽ thỏa mãn điều kiện 

Mxxf nkn
n




))((lim .  Do đó, có vô số các dãy số thực thỏa mãn điều kiện trong  các ví dụ dưới 

đây. Với các điều kiện của định lý 2.1 ta có khẳng định ngược lại, rằng nếu dãy số  
1nnx  bị chặn 

và thỏa mãn điều kiện Mxxf nkn
n




))((lim , thì nó phải có dạng  



1nnn sax  với  

1nns  là 

một dãy số thực có giới hạn bằng 0 . 

Ví dụ 1: Cho số thực )1,0[ và k  là một số nguyên dương. Chứng minh rằng nếu dãy số 

thực  
1nnx  bị chặn và thỏa mãn:  
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                                                       


Mxx nkn
n

)(lim   

thì 
1

lim



 

M
xn

n
. 

       (Xem ví dụ 1 trong [1], bài tập số 637.2 trong [9] và bài tập 1.18 trong [10] để so sánh). 

Giải. Đặt xxf )( , nkn xxnr  )( . Khi đó dãy  
1nnx  là một nghiệm bị chặn của 

phương trình )()( nrxxf nkn  . Rõ ràng xxfxf  )(:  là ánh xạ co chặt từ  vào  và 

Mxxnr nkn
nn

 


)(lim)(lim  . Điểm bất động duy nhất của ánh xạ Mf  là nghiệm của 

phương trình 
1





M

xxMx . Áp dụng định lý 2.1 ta suy ra ngay khẳng định của bài 

toán. 

Ví dụ 2: Giả sử dãy số thực  
1nnx  bị chặn và thỏa mãn: 

                                               11))1ln(
2

1
(lim 22

1  


exx nn
n

. 

Chứng minh rằng dãy  
1nnx hội tụ và tìm giới hạn của nó. 

Giải. Đặt )1ln(
2

1
)( 2xxf  , nn xxnr   )1ln(

2

1
)( 2

1 . Khi đó dãy  
1nnx  là một nghiệm 

bị chặn của phương trình )()( 1 nrxxf nn  . Ta có: 

                                                       


 x
x

x
xf (

2

1

1
)('

2
). 

Từ định lý Lagrange suy ra ánh xạ )1ln(
2

1
)(: 2xxfxf   là ánh xạ co chặt từ  vào 

. Ngoài ra:  

                                  11))1ln(
2

1
(lim)(lim 22

1  


exxnr nn
nn

. 

Vậy mọi giả thiết của định lý 2.1 được thỏa mãn. Từ khẳng định của định lý 2.1 suy ra dãy 

 
1nnx  hội tụ đến điểm bất động duy nhất của ánh xạ 11)1ln(

2

1
)(: 22  exxgxg . 

Nghiệm duy nhất của phương trình xex  11)1ln(
2

1 22
 là 12  ea . Do đó từ định lý 

2.1 suy ra  1lim 2 


exn
n

. 

Ví dụ 3: Cho số thực )1,0[ và dãy số thực  
1nnx  thỏa mãn:  

                                           
3

33
)arctan(lim 2019







 nn

n
xx . 

Chứng minh rằng dãy  
1nnx hội tụ và tìm giới hạn của nó. 

Giải. Bởi vì 
2

arctan


 x  với mọi số thực x  nên theo nhận xét ở cuối mục 2.2 ta suy ra 

dãy  
1nnx  bị chặn. Đặt xxf arctan)(  , nn xxnr  2019arctan)(  . Khi đó dãy  

1nnx  là một 

nghiệm bị chặn của phương trình )()( 2019 nrxxf nn  . Ta có: 
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                                                 


 x
x

xf (1
1

)('
2




). 

Do đó, ánh xạ xxfxf arctan)(:   là ánh xạ co chặt từ  vào . Mặt khác: 

                                  
3

33
)arctan(lim)(lim 2019


 




 nn

nn
xxnr . 

Vậy mọi giả thiết của định lý 2.1 được thỏa mãn (với 2019k ).  Theo khẳng định của định 

lý, dãy  
1nnx  phải hội tụ đến điểm bất động duy nhất của ánh xạ  

                                          
3

33
arctan)(:





 xxhxh .  

Phương trình xx 



3

33
arctan


   có nghiệm duy nhất 3*x . Vậy 3lim 


n

n
x                     
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