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Tóm tắt 

Bài báo này trình bày việc tính toán dao động của 

hệ cầu trục, trong quá trình dịch chuyển các tải 

trọng, khi cả dầm chính và xe tời dịch chuyển 

cùng lúc, trong đó có kể đến khối lượng của móc 

cẩu - ròng rọc. Đầu tiên, một mô hình dao động 

đã được đề xuất, việc thiết lập phương trình vi 

phân chuyển động cho mô hình này được thực 

hiện bằng áp dụng phương pháp Lagrange. Việc 

giải hệ các phương trình vi phân được thực hiện 

bằng phương pháp tính toán số. Các kết quả thu 

được là dao động của tải trọng và móc cẩu trong 

quá trình vận hành của cầu trục. 

Từ khóa: Cầu trục, dao động, động lực học. 

Abstract 

This paper presents the calculation of vibration of 

the cranes during moving loads when both the 

main beam and the trolley move simultaneously. 

There, Including the weight of the suspension 

hook - pully. The first oscillation model was 

proposed; the formulation of dynamic equations 

for this model is done by the Lagrange method. 

We will obtain a system of ordinary differential 

equations and partial derivative differential 

equations. Solving the system of differential 

equations is done by numerical methods. The 

results obtained are the oscillation of load and 

oscillation of suspension hook - pully during the 

operation of the cranes. 

Keywords: Crane, vibration, dynamics. 

1. Mở đầu 

Cầu trục là một thiết bị được sử dụng phổ biến 

trong các xưởng sản xuất để nâng hạ, dịch chuyển 

các vật có khối lượng lớn. Trong quá trình vận hành, 

việc dịch chuyển dầm chính và xe tời cùng lúc, sẽ 

giảm thời gian di chuyển vật nặng đến vị trí mong 

muốn. Tuy nhiên, nếu sự vận hành không hợp lý sẽ 

dẫn đến tải trọng dao động, điều này, ngoài việc có 

thể sẽ mất nhiều thời gian hơn mà còn gây nguy 

hiểm cho người vận hành. Do đó, việc thiết kế các 

quy luật điều khiển hợp lý nhằm giảm dao động cho 

tải trọng là rất cần thiết. Muốn vậy, việc tính toán, 

phân tích động lực học cầu trục phải được thực hiện 

trước tiên. Đã có nhiều công trình được công bố liên 

quan đến hệ cầu trục [1, 2, 3, 4, 6], ở đó, các tác giả 

tập trung vào nghiên cứu về động lực học và điều 

khiển cho cầu trục 2D và 3D. Tuy nhiên, trong các 

công trình đó hầu hết bỏ qua khối lượng của móc cẩu 

dẫn đến mô hình dao động thu được là các hệ 2 bậc 

tự do và 4 bậc tự do. Đối với các trường hợp tải 

trọng lớn, điều này có thể chấp nhận được, trong một 

số trường hợp tải trọng không quá lớn và không 

được móc trực tiếp vào móc cẩu, thì khối lượng móc 

cẩu - ròng rọc cũng ít nhiều ảnh hưởng đến quá trình 

vận hành. 

Trong nghiên cứu này, tác giả tập trung tính 

toán dao động của hệ cầu trục khi đồng thời dịch 

chuyển cả dầm chính và xe tời. Trong đó, có kể 

đến khối lượng của móc cẩu - ròng rọc, đây là cơ 

sở để thiết kế các quy luật điều khiển hợp lý, tạo ra 

sự ổn định và chính xác cao hơn trong quá trình 

vận hành cầu trục. 

2. Thiết lập phương trình vi phân dao động của 

cầu trục 

Xét mô hình dao động của cầu trục được cho như 

trên Hình 1. Trong đó, dầm chính cầu trục được xem 

như vật rắn chuyển động tịnh tiến dưới tác dụng của 

lực Fb, dầm có khối lượng mb, chịu tác dụng của 

phần tử cản với hệ số bb, xe tời được coi như một 

chất điểm có khối lượng mt, chịu tác dụng của lực Ft 

dọc theo trục dầm chính, phần tử cản đặt lên xe tời 

có độ cản bt. Cụm móc cẩu - ròng rọc và tải trọng 

cũng được coi như các chất điểm với khối lượng 

tương ứng là m1 và m2. Gọi l1 là chiều dài dây cáp 

nối từ xe tời tới cụm móc cẩu - ròng rọc, l2 là chiều 

dài dây nối từ vật nặng tới móc cẩu. Từ hình vẽ cho 

thấy, cơ hệ có 6 bậc tự do, ta chọn hệ toạ độ suy rộng 

đủ là: q1 = xb; q2 = yt; q3 = 1; q4 = 1; q5 = 2; q6 = 
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2. Trong đó, xb là dịch chuyển của dầm chính, yt là 

dịch chuyển của xe tời dọc trục của dầm chính, 1 và 

1 là góc lắc của dây cáp nối từ xe tời tới cụm móc 

cẩu - ròng rọc, 2 và 2 là góc lắc của dây treo từ tải 

trọng tới cụm móc cẩu - ròng rọc. Khi đó động năng, 

thế năng, hàm hao tán được xác định như sau: 

 

Hình 1. Mô hình dao động của cần trục 6 bậc tự do 

Động năng của hệ: 

2 2 2

1 1 2

2 2 2 2 2 2

1 2

1 1
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2 2

1 1
( ) ( )

2 2

b t
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Trong đó: 
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Thế năng của cơ hệ: 

1 1 3 4

2 1 3 4 2 5 6

cos cos

( cos cosq cos cos )

m gl q q

m g l q l q q

   


 (4) 

Hàm hao tán: 

2 2

1 2

1 1

2 2
b tb q b q    (5) 

Các lực suy rộng của các lực hoạt động không thế: 

* * * *

1 2 3 4

* *

5 6

, ,  0,  0,  

0,  0

b tQ F Q F Q Q

Q Q

   

 
  (6) 

Thay các biểu thức động năng, thế năng, hàm 

hao tán vào phương trình Lagrange loại II [8]: 

;   ( 1,  6)i

i i i i

d T T
Q i

dt q q q q

    
      

    
  (7) 

Ta được hệ 6 phương trình vi phân mô tả dao 

động của cầu trục dịch chuyển tải trọng trong không 

gian có dạng: 

     , ( )t  M q q C q q G q U   (8) 

Trong đó: 
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với: 

11 1 2b tm m m m m    , 
13 31 1 2 1 3 4( )m m m m l C C   , 

14 41 1 2 1 3 4( )m m m m l S S   
  

15 51 2 2 5 6m m m l C C  ,
16 61 2 2 5 6m m m l S S   ,  

22 1 2tm m m m   , 

24 42 1 2 1 4( )m m m m l C    26 62 2 2 6m m m l C   , 

2 2

33 1 2 1 4( )m m m l C  , 

35 53 2 1 2 4 6 3 5 3 5( )m m m l l C C C C S S   , 

36 63 2 1 2 4 6 3 5 3 5m ( )m m l l C S C S S C    , 

2

44 1 2 1( )m m m l  ,
45 54 2 1 2 4 6 3 5 3 5( )m m m l l S C C S S C   , 

2 2

55 2 2 6m m l C ,
2

66 2 2m m l , 

46 64 2 1 2 4 6 3 5 4 6 3 4 5 6( )m m m l l C C C C S S S S S S    , 

2 2
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Trong đó ta đưa vào các ký hiệu:

cos ,  sin ,  ( 3,  4,  5,  6)i i i iC q S q i  
 

Hệ (8) là hệ các phương trình vi phân phi tuyến, 

để giải các hệ này ta phải sử dụng các phương pháp 

số. Trong công trình này, tác giả sử dụng thuật toán 

Newmark [7] tìm nghiệm của phương trình vi phân 

phi tuyến (8). Việc xây dựng chương trình tính toán 

được thực hiện dựa trên ngôn ngữ lập trình 

MATLAB®, dưới đây là một số kết quả tính toán.  

3. Các kết quả tính toán số 

Để tính toán số, ta cho giá trị của các tham số 

như sau: l = 28(m), l1 = 5(m), l2 = 2(m), mb = 

15730(kg), mt = 2200(kg), m1 = 180(kg), m2 = 

1000(kg), bb = 1400(Ns.m), bt = 200(Ns.m). 

Với các số liệu như trên sau khi tính toán ta được 

một số kết quả được cho trong các Hình 2 đến 5. Từ các 

hình vẽ cho ta thấy, khi vận hành cầu trục, việc dừng 

dầm chính và xe tời một cách đột ngột khi đến vị trí 

mong muốn sẽ làm các dây cáp dao động từ đó cũng 

dàm cho dầm và xe tời dịch chuyển theo, điều này sẽ 

làm giảm hiệu suất vận hành, và gây nguy hiểm cho 

người sử dụng. Đặc biệt, từ các Hình 4 và 5 cho ta thấy, 

dao động của dây cáp tời và dây treo tải trọng hoàn toàn 

khác nhau, điều này chứng tỏ khối lượng của cụm móc 

cẩu - ròng rọc có ảnh hưởng đến việc vận hành của cần 

trục. Do đó, cần thiết phải có một kỹ thuật điều khiển 

phù hợp để nâng cao hiệu suất khi vận hành cầu trục. 

 

 

Hình 2. Dịch chuyển của dầm chính cầu trục 

 Hình 3. Dịch chuyển xe tời          

             

   

Hình 4. Dao động của dây cáp tời:  

a) góc lắc 1, b) góc lắc 1 
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Hình 5. Dao động của dây treo tải trọng:  

a) góc lắc 2, b) góc lắc 2 

4. Kết luận 

Trong nghiên cứu này, tác giả đã tập trung tính 

toán dao động của hệ cầu trục, trong đó có kể khối 

lượng của cụm chi tiết móc cẩu - ròng rọc. Mô hình 

dao động thu được là hột hệ có 6 bậc tự do. Để thiết 

lập phương trình vi phân chuyển động, phương pháp 

Lagrange đã được sử dụng, khi đó thu được hệ 6 

phương trình vi phân phi tuyến. Việc giải hệ phương 

trình này này được thực hiện bằng phương pháp tính 

toán số. Các kết quả thu được là dịch chuyển dầm 

chính cầu trục, dịch chuyển của xe tời, dao động của 

dây cáp tời và dao động của dây treo tải trọng. Các 

kết quả tính toán này sẽ là cơ sở để thiết kế quy luật 

điều khiển cho cầu trục nhằm giảm dao động của 

dầm chính và dao động xe tời khi dừng khởi động ở 

vị trí mong muốn đồng thời cũng giảm dao động của 

tải trọng, từ đó nâng cao được hiệu suất vận hành của 

cầu trục. 
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