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Tóm tắt 

Trong bài báo này, nghiên cứu phương pháp tính 

toán số, tìm nghiệm của các hệ phương trình vi 

phân có chứa các thành phần đạo hàm cấp không 

nguyên. Ban đầu, một công thức định nghĩa về 

đạo hàm cấp phân số được trình bày, dựa vào 

định nghĩa này, một công thức xấp xỉ tính toán 

đạo hàm cấp phân số đã được xây dựng và lập 

trình tính toán. Sử dụng chương trình tính toán 

xây dựng được để tính toán dao động của mô hình 

ô tô trong đó có kể đến các thành phần cản nhớt 

cấp phân số. 

Từ khóa: Đạo hàm cấp phân số, dao động, 

phương pháp số. 

Abstract 

This paper focus on research of numerical 

methods for solving systems of differential 

equations that contain fractional order 

derivatives. At first, the definitions of fractional 

order derivatives were presented, based on these 

definitions, an approximation formula for 

calculating fractional order derivatives was built 

and programmed. Finally, the program that has 

been built are used to calculate vibration of car 

model in which viscoelastic material contain 

fractional order derivatives. 

Keywords: Fractional-order derivative, 

vibration, numerical method. 

1. Mở đầu 

Lý thuyết đạo hàm cấp không nguyên đã được 

đưa ra từ cuối thế kỷ XIX. Lúc đầu lý thuyết này là 

một lĩnh vực thuần túy của toán học. Tuy nhiên, một 

vài chục năm gần đây, với sự ra đời của nhiều vật 

liệu mới, người ta thấy rằng, đạo hàm và tích phân 

cấp phân số rất phù hợp cho sự mô tả tính chất của 

các vật liệu này [16, 18]. 

Có nhiều ứng dụng của đạo hàm cấp phân số 

trong lĩnh vực cơ học đã được quan tâm nghiên cứu, 

trong các công trình [1, 4, 13, 14] đã đề cập đến việc 

thiết lập mô hình của tính chất cơ học các vật liệu. 

Các công trình [7, 9, 11] nghiên cứu mô hình trạng 

thái của những vật liệu đàn nhớt và nhớt dẻo dưới 

ảnh hưởng của ngoại lực. Các công trình [5] mô tả sự 

tắt dần của những hệ cơ học, [8] nghiên cứu mô hình 

của các hệ đàn nhớt,… 

Việc mô hình hóa và mô tả tính chất của các cơ 

hệ thông qua đạo hàm cấp phân số, tất nhiên, sẽ dẫn 

tới những phương trình vi phân có chứa các thành 

phân đạo hàm cấp phân số và dẫn tới sự cần thiết 

phải giải những phương trình như vậy. 

Trong bài báo này, nhóm tác giả tập trung nghiên 

cứu tính toán các đạo hàm cấp không nguyên bằng 

phương pháp số, kết hợp với thuật toán Runge-Kutta 

bậc 4 thiết lập một chương trình tính toán số, tìm 

nghiệm của các hệ phương trình vi phân có chứa các 

thành phần đạo hàm cấp không nguyên. Sử dụng 

chương trình thiết lập được, tính toán dao động của 

mô hình ô tô, trong đó có kể đến các thành phần đàn 

nhớt cấp phân số. 

2. Đạo hàm cấp phân số trong các hệ dao động 

2.1. Đạo hàm cấp phân số trong các phương 

trình động lực học 

Xét mô hình động lực học có dạng như Hình 1, 

trong đó khối lượng m được liên kết với nền bằng 

một lò xo tuyến tính độ cứng k và một thành phần 

cản nhớt cấp  (0 <  < 1) độ cản c, chịu tác dụng 

của lực F(t). Áp dụng định luật 2 Newton, ta có: 

1 2( ) ( ) ( ) ( )mq t F t R t R t= − −  (1) 

Theo [19], lực đàn hồi R1 và lực cản nhớt R2 là 

lực cản của cản nhớt, được cho bởi công thức: 

1 2( ) ( ),  ( ) ( )tR t kq t R t cD q t= =  (2) 

Thay (2) vào (1), ta được phương trình động lực 

học có dạng: 

( ) ( ) ( ) ( )tmq t cD q t kq t F t+ + =   (3) 

Phương trình (3) là phương trình động lực học có 

chứa đạo hàm cấp phân số, từ đó cho thấy, trong các 

phương trình động lực học, đạo hàm cấp phân số 

xuất hiện là do thành phần cản cấp phân số có mặt 
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Hình 1. Mô hình dao động có cản nhớt cấp phân số 

 

Hình 2. Mô hình dao động của ô tô 

 

Hình 3. Các lực tác dụng lên hệ dao động 

trong các mô hình dao động. 

Để giải được các hệ phương trình vi phân có 

dạng như phương trình (3) bằng các phương pháp số, 

ta cần phải tính được các thành phần đạo hàm cấp 

không nguyên trong các phương trình đó.  

2.2. Công thức tính toán số đối với đạo hàm 

cấp phân số 

Theo tài liệu [10] đạo hàm cấp , của hàm f(t), 

được cho bởi công thức: 

0

1 ( ) (0)
( )

(1 ) (1 )( )

t

t

f d f
D f t t

t

 



 

 

−= +
 −  −−  (4) 

Giả sử f(t) là hàm liên tục trong khoảng [0, T], ta 

chia lưới khoảng trên với bước chia h, với các điểm 

chia t0, t1, …, ti, … như sau: 

0 1 10,  ,  ...,  ,  ,  ...i i it t t t t h+= = +  (5) 

Từ (4) ta có đạo hàm cấp  của f(t) tại thời điểm 

ti có dạng: 

0

1 ( ) (0)
( )

(1 ) (1 )( )

it

t i i

i

f d f
D f t t

t

 



 

 

−= +
 −  −−  (6) 

Xấp xỉ thành phần tích phân trong (6) bằng công 

thức hình thang [12], ta được: 

0

1 1

0 0 0

1
1

1

1 1
( ) ( ).

(1 ) (2 )

       ( ). ( ).( )
2

            ( ).( )

t i i

i i

i

j i j

j

D f t f t t

h
f t t f t t t

h f t t t

 

 



 

−

− −

−
−

=

= +
 −  −


+ −




+ − 




  (7) 

Công thức (7) cho ta xấp xỉ của đạo hàm cấp , 

tại thời điểm ti. 

3. Phương trình động lực học của hệ dao 

động ô tô có kể đến phần tử cản cấp phân số 

Xét mô hình dao động của ô tô như Hình 2, trong 

đó thân xe có khối lượng m được xem như một vật 

rắn chuyển động song phẳng, gọi J là mô men quán 

tính của thân xe đối trục đi qua khối tâm C, các bánh 

xe được mô hình hóa bằng các vật rắn có khối lượng 

m1 và m2. Hệ thống treo của ô tô được mô hình hóa 

bằng các lò xo k1, k3 và các thành phần cản nhớt c1, 

c3. Liên kết giữa các bánh xe và mặt đường được mô 

hình hóa bởi các lò xo k2, k4 và các thành phần cản 

nhớt cấp phân số  (0 <  < 1) c2, c4. Biên dạng của 

mặt đường được mô hình hóa bởi các dịch chuyển u1 

và u2. 

Bỏ qua dịch chuyển theo phương ngang của thân 

xe, khi đó các lực tác dụng lên hệ được cho như trên 

Hình 3, trong đó các thành phần lực đàn hồi R11, R21, 

R31, R41 và lực cản R12, R22, R32, R42, được cho bởi 

công thức: 

11 1 1 1

12 1 1 1

( )

( )

C

C

R k y a y

R c y a y





= + −


= + −
  (8) 

21 2 1 1

22 2 1 1

( )

( )

R k y u

R c D y u

= −


= −
 (9) 

31 3 2 2

32 3 2 2

( )

( )

C

C

R k y a y

R c y a y





= − −


= − −
 (10) 

41 4 2 2

42 4 2 2

( )

( )

R k y u

R c D y u

= −


= −
 (11) 

Áp dụng định luật 2 Newton cho các bánh xe, ta có: 

1 1 11 12 21 22m y R R R R= + − −  (12) 

2 2 31 32 41 42m y R R R R= + − −  (13) 

Áp dụng nguyên lý D’Alembert cho thân xe, ta có: 

11 12 31 32Cmy R R R R= − − − −  (14) 

1 11 12 2 31 32( ) ( )J a R R a R R = − + + +  (15) 
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Thay (8), (9), (10), (11) vào các phương trình 

(12), (13), (14) và (15), ta được hệ các phương trình 

mô tả dao động của ô tô có dạng: 

1 3 1 1 3 2 1 1 3 2

1 3 1 1 3 2 1 1 3 2

( ) ( )

( ) ( ) 0

C C

C

my c c y c a c a c y c y

k k y k a k a k y k y





+ + + − − −

+ + + − − − =
 (16) 

1 1 1 1 1 1 1 1

2 3 2 2 2 3 2 2

( ) ( )

+ ( ) ( )

C C

C C

J a k y a y a c y a y

a k y a y a c y a y

  

 

= − + − − + −

− − + − −
 (17) 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 1 2 1 2 1 1( ) ( )

C Cm y c y c a c y k y k a

k k y k u c D y u

 − − + − −

+ + − = − −
 (18) 

2 2 3 3 2 3 2 3 3 2

3 4 2 4 2 4 2 2( ) ( )

C Cm y c y c a c y k y k a

k k y k u c D y u

 − + + − +

+ + − = − −
 (19) 

Các phương trình (16), (17), (18) và (19) cho ta 

một hệ phương trình vi phân cấp 2, để đưa hệ này về 

hệ phương trình vi phân cấp 1, ta đặt: 

 1 2 1 2,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  
T

C Cy y y y y y =q  (20) 

Khi đó ta được hệ phương trình vi phân có dạng: 

3 4 1 2  ( , , , , , , )t D q D q D u D u   

= + +

=

q Aq D U

f u q
 (21) 

Trong đó: 

4 4 4 4 1

1 2 2

,  
x x u

u

   
= =   
   

0 E
A u

A A
 (22) 

1 3 1 1 3 2 31

2 2

1 1 3 2 1 1 3 2 3 21 1

1
1 1 1 1 2

1 1 1

3 3 2 3 4

2 2 2

0

0

k k k a k a kk

m m m m

k a k a k a k a k ak a

J J J J

k k a k k

m m m

k k a k k

m m m

+ − 
− − 

 
− + 

− 
 = −

+ 
− −

 
 

+ 
− 

 

A
(23) 

1 3 1 1 3 2 31

2 2

1 1 3 2 1 1 3 2 3 21 1

2
1 1 1 1

1 1 1

3 3 2 3

2 2 2

0

0

c c c a c a cc

m m m m

c a c a c a c a c ac a

J J J J

c c a c

m m m

c c a c

m m m

+ − 
− − 

 
− + 

− 
 = −
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A (24) 

2 4

6 1 3 4

1 2

T

x

c c
D q D q

m m

  
= − − 
 

D 0  (25) 

2 1 2 1 4 2 4 2

6 1

1 1 2 2

,  ,  

T

x

k u c D u k u c D u

m m m m

  
= + + 
 

U 0  (26) 

Hệ phương trình (21), là một hệ phương trình vi 

phân có các thành phần đạo hàm cấp phân số. Việc 

giải hệ phương trình này bằng phương pháp giải tích 

là hết sức khó khăn và việc sử dụng các phương pháp 

tính toán số quen thuộc cũng không thể áp dụng 

được mà cần phải được cải tiến cho phù hợp. 

4. Phương pháp số và kết quả mô phỏng 

4.1. Phương pháp số giải hệ phương trình vi 

phân có thành phần đạo hàm cấp không nguyên 

Có nhiều thuật toán số có thể sử dụng để giải các 

hệ phương trình vi phân, trong phần này, nghiên cứu 

cải tiến phương pháp Runge-Kutta bậc 4 tính toán 

gần đúng nghiệm của các phương trình vi phân có 

các thành phần đạo hàm cấp phân số. Xét hệ phương 

trình vi phân có dạng như phương trình (21), theo tài 

liệu [12], để tìm nghiệm của hệ trong khoảng t = [0, 

T], ta chia lưới khoảng trên thành n phần với các 

điểm chia như sau: 

0 1 10,  ,  ...,  ,  ,  ...,  i i i nt t t t t h t T+= = + =  (27) 

Khi đó, nghiệm gần đúng tại thời điểm ti+1, được 

tính theo công thức sau: 

1 1 2 3 4( 2 2 )
6

i i

h
+ = + + + +q q k k k k  (28) 

Trong đó: 

1 1( ),  ( ) ( )i i i i it t t h+ += = = +q q q q q  (29) 

3

1

4 1 2

, ( ), , ( ),

( ), ( ), ( )

i i i i

i i i

t t D q t

D q t D u t D u t



  

 
=   

 

u q
k f  (30) 

1 3

2

4 1 2

, ( ), , ( ),
2 2 2 2

( ), ( ), ( )
2 2 2

i i i i

i i i

h h h h
t t D q t

h h h
D q t D u t D u t



  

 
+ + + + 

=  
 + + + 
 

u q k

k f (31) 

2 3

3

4 1 2

, ( ), , ( ),
2 2 2 2

( ), ( ), ( )
2 2 2

i i i i

i i i

h h h h
t t D q t

h h h
D q t D u t D u t



  

 
+ + + + 

=  
 + + + 
 

u q k

k f (32) 

3 3

4

4 1 2

, ( ), , ( ),

( ), ( ), ( )

i i i i

i i i

t h t h h D q t h

D q t h D u t h D u t h



  

 + + + +
=   + + + 

u q k
k f  (33) 

Trong các công thức (30), (31), (32) và (33), các 

thành phần đạo hàm cấp  (với 0 <  < 1) của q3, q4, 

u1 và u2  tại các thời điểm ti và ti + h/2 cần phải 

được tính theo công thức (7). 
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Bảng 1. Giá trị các tham số của hệ dao động 

Tham số Giá trị Đơn vị 

m 1395 kg 

J 642 kgm2 

m1 80 kg 

m2 80 kg 

c1 1730 Ns/m 

c3 1730 Ns/m 

c2 10 Ns/m 

c4 10 Ns/m 

k1 43436 N/m 

k3 54294 N/m 

k2 284000 N/m 

k4 520000 N/m 

a1 1,30556 m 

a2 1,04444 m 

 

 

Hình 4. Biên dạng mặt đường 

 

Hình 5. Dao động của xe ứng với tốc độ v = 25km/h 

 

Hình 6. Dao động của xe ứng với tốc độ v = 35km/h 

 

Hình 7. Dao động của xe ứng với tốc độ v = 50km/h 

 

Hình 8. Dao động của xe ứng với tốc độ v = 60km/h 

Dựa trên thuật toán cải tiến này, nhóm tác giả đã 

xây dựng được chương trình tính toán số, tìm 

nghiệm của của các hệ phương trình vi phân có chứa 

các thành phần đạo hàm cấp phân số. 

4.2. Kết quả mô phỏng số 

Để tính toán số, các tham số của hệ thống được 

cho như trong Bảng 1. 

Biên dạng mặt đường là một hàm điều hòa có 

dạng như Hình 4. 

Với các số liệu như trên, sau khi tính toán, ta 

được kết quả dao động của xe trong một số tốc độ 

chuyển động được cho trong các Hình 5, 6, 7 và 8 

trong đó, đồ thị của y1 và y2 theo thời gian, lần lượt 

mô tả dao động của trục bánh xe trước và bánh xe 

sau, đồ thị yC mô tả dao động theo phương thẳng 

đứng của khối tâm thân xe và đồ thị  mô tả dao 

động lắc của thân xe so với phương nằm ngang. 

Từ các kết quả tính toán cho ta thấy, khi chuyển 

động với tốc độ 25km/h, khối tâm C của thân xe dao 

động lên xuống với biên độ 0,052m, thân xe dao 

động lắc với biên độ 0,021rad, khi chuyển động với 

tốc độ 35km/h, khối tâm C dao động với biên độ 

0,065m, thân xe dao động với biên độ 0,022rad, khi 

chuyển động với tốc độ 50km/h, khối tâm C dao 

động với biên độ 0,091(m), thân xe dao động với 

biên độ 0,023rad, khi chuyển động với tốc độ 

60km/h, khối tâm C dao động với biên độ 0,15m, 

thân xe dao động với biên độ 0,024rad. Vậy, với tốc 

độ càng cao, thì biên độ và tần số dao động của thân 
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xe càng lớn, do đó khi di chuyển trên mặt đường có 

biên dạng điều hòa, ta cần giảm tốc độ để hạn chế 

ảnh hướng không tốt đến người trên xe. 

5. Kết luận 

Trong bài báo này, nhóm tác giả đã nghiên cứu 

xây dựng chương trình tính toán số, tìm nghiệm của 

các hệ phương trình vi phân có chứa các thành phần 

đạo hàm cấp không nguyên, sử dụng chương trình 

thiết lập được, đã tính toán dao động của mô hình 

dao động ô tô, trong đó có kể đến các thành phần cản 

nhớt cấp phân số. Các kết quả thu được là các đồ thị 

mô tả dao động của thân xe và bánh xe trong một số 

tốc độ di chuyển khác nhau trên mặt đường mấp mô 

có dạng một hàm điều hòa. 
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