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Tém tat: Trong bai béo nay, ching to6i xay dung khai niém giéi han rieng ciia
méang kép cac sd thite v chitng minh gidi han duéi va gi6i han trén cia mang kép
cac sb thuc dinh nghia trong bai béo [3] tuong tng la gidi han rieng bé nhat va
16n nhat. Tt d6, ching toi tng dung dé thiét lap luat manh s6 16n ddi véi mang
kép cac bién ngiu nhién tng véi ham tiém ning. Két qua nay mé rong két qua
cua F. Maccheroni va M. Marinacci dang trén tap chi The Annals of Probability
nam 2005 ti truong hop day sang truong hop mang kép.

1 MG&G dau

Ta bat gap trong thic tién nhitng khong gian do v6i do do khong c6 tinh cong tinh
(xem cac tai ligu [2], [5], [8]). T d6, khai niem khong gian do véi ham tiém nang (capacity)
dugce gidi thieu va duge rat nhiéu nha todn hoc trong va ngoai nude quan tam nghién ciu.
Mot trong nhitng huéng nghién citu déi véi 16p khong gian nay 1a cac dinh ly gigi han va
ting dung ctia ching. Nam 1999, M. Marinacci [7] thiét lap luat s6 16n cho ham tiém nang
(capacity) d6i v6i day cac bién ngau nhién doc 1ap cing phan phéi va mo6 hinh héa cho ly
thuyét quyét dinh kinh té (bai bdo dugc dang trén tap chi Journal of Economic Theory).
Sau d6, nam 2005, F. Maccheroni va M. Marinacci [6] m& rong két qué trén cho day cac
bién ngau nhién doc lap doi mot ciing phan phoi va mot s6 gia thiét khac déi véi ham tiem
nang (bai bao dugc dang trén tap chi The Annals of Probability). Dén nam 2014, P. Teran
thiét 1ap luat s6 16n cho ham tiém niang déi v6i day cac bién ngau nhién doc lap doi mot
cuing phan phdi véi mot s6 gia thiét yéu hon [10]. Dudi céc tén goi khac nhau, ham tiém
nang da dugc nghién citu rong rai trong ca toan hoc thuan tiy va tng dung.

Trong bai bao nay, chung t6i xay dyng khai niém mang con va gi6i han riéng clia mang
kép cac s6 thiyc va nghién citu céc tinh chat cia chung. Cac khai niém nay khac véi cac
khéi niém tuong tu néu ra trong bai bao [3], ¢6 nhiéu tinh chat t6t hon va dic biet a4p dung
dugce dé md rong luat manh s6 16n dua ra béi F. Maccheroni va M. Marinacci [6] tit trudng
hgp day sang truong hgp mang kép.

2 Kién thidc chuan bi

Trong sudt bai bdo nay, néu khong noéi gi thém, ching t6i luon gia thiét rang Q 1a mot
khong gian Polish ting v6i metric d (khong gian metric day du, kha ly) va B 1a o-dai s6
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Borel clia né6. Ky hiéu R (tuong ting, N) 1a tap tat ci cac s6 thuc (tuong tng, tap tat ca
cac sb6 ty nhién) va ky higu Kg 1a ho tat cd cac tap con compact khac réng ctia R. Trong
pham vi bai bao nay, ching toi xem xét st hoi tu clia mang kép ing véi max cac chi s6
tién t6i vo cling.

Anh xa X : Q — R goi la mot bién ngdu nhién néu né 13 mot ham do duge (Borel).

Mot ham tap v : B — [0,1] goi 1a mot ham tiém ndang hoan toan don diéu (totally
monotone capacity) néu théa man 5 diéu kién sau:

(1) v(0) =0varv(Q) =1;

) < v(B) v6i moi tap Borel A C B;
v(B) v6i moi day cac tap Borel By, | B;
v(G) v6i moi day cac tap mé G, T G;
1Bj) > Z@¢Jg{1’27m7n}(—1)‘J|+1lj(mj6JBj) v6i moi ho By, ..., By, céc tap Borel.

Mot ham tap v : B — [0,1] dugc goi 1a lién tuc néu théa man diéu kien:

(6) v(By) T v(2) véi moi day cac tap Borel B, 1 .

Mot ham tap lien tuc v : B — [0,1] 1a ham tiém nang hoan toan don diéu khi va chi
khi n6 théa man cac diéu kien (1), (2) va (5).

Gia st v 1a mot ham tiém nang hoan toan don diéu trén B. Nhu trong truong hgp xéc
suat cong tinh (khong gian xac suat thong thuong), ta n6i mang kép cac bién ngau nhien
{Xmn :m >1,n> 1} 1a doc lagp doi mot (ing véi v) néu v6i moi my, ny, ma,ng € N va moi
tap con mé G1, Gy cua R, ta cé

V(Xm1n1 S GlaXang S GQ) = V(Xm1n1 € G1>.I/(Xm2n2 € GQ),

va ta n6i mang dé 1a cung phan phoi néu véi moi mq,ny, ma,n2 € N v moi tap con mé G
cua R, ta cé
V(Xmin, € G) = v(Xmgny € G).

Tich phan Choquet cia mot bién ngau nhién bi chan X (ing v6i mot ham tiém nang
hoan toan don diéu v) duge dinh nghia béi

400 0
/Xdl/ ::/ v(X > t)dt+/ V(X >t) —1]dt,
0 —0o0
trong d6 cac tich phan & vé phai déu I tich phan Riemann va chiing hoan toan dudc xéac
dinh do ham v(X > t) don dieu theo bién ¢.

Ky hieu Kq (tuong ting, Go) 1a ho tat ca cic tap con compact khac rdng (tuong ting, tap
con md) cta . Khi d6, Kq ciing 1a mot khong gian Polish ting v6i khoang cach Hausdorff
dy(A,B) := ind(a,b ind(b,a)}.

H( ) ) max{r;leajubrélg (a7 )7 rgleaé( 2%12 ( >a)}
o-dai s6 Borel trén khong gian metric (Kq,dg) con duge sinh béi 16p {K € Kq : K C
Gleegq-
Gia st (I,C,\) 1a mot khong gian x4c suat day du va khong c6 nguyén ti va gia st
F: I — Kq la mot anh xa da tri. V6i moi A C Q, ky hieu F_1(A) :=={s e : F(s) C A}.
Khi d6 F' la bién ngau nhién da tri (anh xa da tri do dugc) khi va chi khi F_1(G) € C véi

34



Truong Dai hoc Vinh Tap chi khoa hoc, Tap 48, S6 1A (2019), tr. 33-39

moi G' € Go. Phan phéi dudi vp : B — [0,1] dugce xac dinh béi vp(B) = A(F_1(B)) v6i moi
B e B.
Ky hi¢u m V n 1a gia tri 16n nhat (tuong ting, gia tri nho nhét) ctia hai s6 nguyen m va

3 Két qua chinh

Dau tien, ching toi gidi thieu mot sé dinh nghia va bd dé can thiét.
Hai dinh nghia sau day la trich phat biéu dang hai chi s6 tng véi truong hop max cac
chi s6 tién t6i vo cung cta [3; Dinh nghia 3.1] va [3; Dinh nghia 3.2(a)]. Gidi han dudi

lim inf 2, VA gidi han trén limsup Z,,, cla mang kép cac s6 thuc {T;,, :m > 1,n > 1}
mVn—o0 mVn—o00

khi max cac chi s6 tién t6i vo cuing, duge dinh nghia béi

liminf ., :=sup inf z;,,,
mVn—o0o k>1mVn>k

lim sup = inf sup .
mVn—oo k21 myn>k

Ta n6i mang kép {xyn : m > 1,n > 1} C R hoi tu téi € R (hay, x 1& gidi han cta

méng kép {zm, : m > 1,n > 1}) khi m V n — oo, ky hiéu m\}ggoo Tmn = T hOAC Typy, — T

khi m V n — oo, néu

liminf z,,, = limsup z,,, = =.
mVn—00 mvn—oo

Tiép theo, ching t6i phat biéu dinh nghia mang con, tit d6 ching toi xay dung khéi
niém gi6i han riéng cia mang kép cac s6 thitec. Mot tap con vo han phan tit clia mot mang
kép cac sd thyc duge goi 1a mot mdng con ctia mang kép cac s6 thuce do.

Gi6i han (néu c6) clia mang con clia mang kép cac s6 thuc duge goi 1a mot gidi han
riéng ctia mang kép cac sd thyc do.

B6 dé sau day la mot két qua quan trong dé chiing minh két qua chinh. D6i v6i dinh
nghia giéi han riéng néu trong [3; Dinh nghia 3.3], ta khong thu dugc két luan t6t nhu bd
dé duéi day. Déi v6i mang kép cac s6 thue ting véi st hoi tu khi max céc chi s6 tién tdi vo
cting, gidi han dudi va gidi han trén tuong tng 1a gisi han riéng bé nhat va 16n nhat cia
méng kép cac s6 thyc do.

Chaing minh. Xét mang kép cac s6 thuc {zm, : m > 1,n > 1}.
Dau tién 1a chiing minh “gidi han dudi < gi6i han riéng < giéi han trén”. Ta sé chiing
minh “giGi han du6i < giéi han riéng”, ¥ con lai ching minh tuong ty. Dat liminf x,,, =

mVn—oo

sup inf g, = a va dat inf xp, = ag. Khi d6 ag T a khi & — oo. Ta chiing minh
k>1mVn>k mvn>k

. —-b
bang phan ching, gid st b 1a mot gidi han riéng va b < a. Vé6i e = CLT > 0, do ag T a khi

k — oo nén ton tai kg sao cho |ax — a| < & v6i moi k > ko. Khi do,

ar —b=(ax—a)+(a—>b) =2+ (ap —a) >2e —c=¢
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v6i moi k > kg, hay 1a ap > b+ ¢ v6i moi k > kg. Tt d6 ta suy ra Z.,, > b+ ¢ véi moi
mVn > ko. Diéu nay mau thuan vé6i b 1a gidi han rieng. Nhu vay ta thu duge két luan “gidi
han dudi < gigi han riéng”.

Tiép theo la chiing minh liminf w,,, va limsup x,,, ciing 1a gidi han riéng clia mang
mVn—00 mVn—o00

{@mn : m > 1,n > 1}. Khong mat tinh tdng quat, ta trinh bay ching minh cho liminf x,,

mVn—oo
la giéi han riéng, truong hgp limsup x,,, 1a giéi han riéng ta chiing minh tuong tu.
mVn—oo

Tw ag T a khi £ — oo ta suy ra:

. R . 1 . R .
Véi s = 1, ton tai ki sao cho |ag, —a| < ——. Do ag, = inf z,, nén ton tai mq,
2x1 mVn>ki

n1 sao cho mq V ny > k1 va thda man

1
2x1°

|$m1n1 - ak1| <

Tu do ta co

1
’xmlm - a‘ < ‘xmlnl - ak1’ + ’a’kl - a’ <.

1
 Z e N . 1 .
Tiép theo, v6i s = 2, ton tai kg > my V ny sao cho |ag, —a| < ——=. Do ag, = inf xpyy,
2x2 mVn>ka

nén ton tai ma, ny sao cho ma V ng > ko va thoa man

1
|-Tm2n2 - ak2| <55

2 X2

T do ta co

1
’menz - a‘ < ‘xmzm - akz’ + |ak2 - a| <5

2
« L , ~ ~ P £ ~ X . 1
Tiép tuc qua trinh trén, v6i s > 3 bat ky, ton tai ks > ms_1Vns_1 sao cho |ag, —a|] < 2 .
X 8
Do ay, = inf 1, nén ton tai ms, ng sao cho ms V ng > ks va théa man
mvVn>ks
1

|xmsns _ak5| < 2 X S'
Tu dob ta co

1
|:’Cmsns - a’| S |xmsns - aks| + ’a’k/‘s - a’| < g

Vé6i cach thiét lap & trén, ta c6 ms V ng > ks > mgs_1 V ns_1 v6i moi s > 1. Do do,
{Zmon, : 8 > 1} 1a tap con vo han phan tit cia mang kép {x, : m > 1,n > 1} nén no
14 mot mang con. Dong thoi, a chinh I& gidi han clia mang con nay nén a la mot gidi han
riéng.

Tt d6, ta thu duge diéu phai chitng minh. O

B6 dé tiép theo 1a mé rong [6; Claim 1] tit trudng hgp diy sang trudng hgp mang kép.
Dé thiét 1ap dugc két qua nay, chiing toi can Bb dé 3. Gid st { Ky : m > 1,n > 1} 1a méng
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kép cac tap con compact cia R théa man K,,, — [«, 5] theo khodng cach Haussdorff khi
mVn — oo. Khi do,

a < liminf k,,, < limsup k., <
myn—co mvVn—oo
v6i moi mang kép cac s6 thuc {kyy, : m > 1,n > 1} sao cho kyyp € Ky vOi moim > 1,n >
1.

Chitng minh. Theo dinh nghia hoi tu theo khodng cach Hausdorff, K,,, — [a, 5] khi m V
n — 0o néu va chi néu

max<{ max min |tmy, — 7, max  min |7 — tyyl p — 0khim Vn — oco.
tmn€Kmn TE[OA,ﬁ] 7”6[0[,,3} tmn€EKmn

Dac biét,

max min_|ty,, —r| — 0 khi mVn — oo. (1)
tmn €EKmn re[a,ﬁ]

Gid st {km,n, : s > 1,1 > 1} 1a mot mang con cia mang kép {kp, : m > 1,n > 1}
(hodc mang con c6 dang {kp,,, : s > 1,n € J}, hodc c6 dang {kpy, : | > 1,m € J} véi
J C N ¢6 hitu han phan tit) sao cho ky,,n, — a € [—00, +00] khi s VI — oo (hodc kp,.n — a
khi s — oo, hodc kypn, — a khi I — oo v6i méi m,n € J). Néu a ¢ [a, 3] thi ton tai e > 0
sao cho |kp,n, — 7| > € v6i moi r € [a, ] v6i s V[ di 16n, diéu nay dan t6i

min_|ky,.n, — 7| > € v6i s VI di lén.
7€l

Diéu nay mau thudn véi (1). Vi vay, néu a 13 mot gisi han rieng thi a € [a, 8]. Theo Bo dé

3, liminf k,,, v limsup k,,, cling la gi6i han riéng nén ta c6 diéu phai chitng minh. [
myn—00 mvVn—o0o

Sau day 1a luat manh s6 16n d6i véi mang kép cac bién ngau nhién tng véi ham tiém
nang. Két qua nay md rong [6; Dinh 1y 1] tur truong hop day sang truong hgp mang kép.
Gi4 st v 1a mot ham tiém nang hoan toan don diéu trén B va {X;; : ¢ > 1,5 > 1} la mot
méang kép cac bién ngiu nhién bi chan, doc lap doi mot, cting phan phdi. Khi d6, néu mot
trong hai diéu kién sau dugc théa man

() v lien tuc,

(ii) cac bién ngdu nhien X;; hodc lien tuc hodc 1a ham don gian,
thi ta thu dugce

1
v ({w eQ: | Xy1dv < liminf — Z Xij(w)

mVn—oo Mmn . .
1<i<m;1<j<n

1
< limsup — Z Xl-j(w) < —/—Xlldlj}> =1.

mn
V=0 T <i<mil<j<n
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Chatng minh. Phan ching minh dinh 1y trén, ching ta tién hanh tuong ti nhu trong ching
minh ctia F. Maccheroni va M. Marinacci (2005), két hgp véi cdc b dé duge thiét lap &
trén va st dung luat s6 16n da tri ma ching toi da thu duge trong [9].

Sau day ta ching minh két luan ctia dinh 1y khi gid thiét (i¢) duge thdéa man. Trudng
hop gia thiét (i) ta lap luan nhu trong chiing minh ctia F. Maccheroni vd M. Marinacci [6].
Theo [6; B6 dé 3], ton tai mot anh xa da tri do duge F : I — Kq sao cho v = vp, trong d6
(I,C,\) 1a mot khong gian x4c suat day da. Theo nhu 1ap luan trong chiing minh cta [6],
{XijoF :i>1,j> 1} la mang kép céc bién ngdu nhién da tri doc lap doi mot, cing phan
phdi, trong d6 X;; o F' : I — Kr. Dong thoi, theo [6; B dé 4], ta suy ra [ X;; 0 Fd\ € Kg.
Ap dung [9; Dinh Iy 3.7] cho trudng hgp méang kép cac bién ngiu nhién nhan gia tri tap
con compact cia khong gian R, ta thu dugc

1 m n
A I:— Xii(F X Fd\ =1.
S € mnzz ]( (8)) —>/ 11 ©

i=1 j=1

Theo [6; B6 dé 4], ta c6

/Xll o Fd\ = |:/X11dV,/X11dI/:| .

- 1 m n N -
Dat apmn(w) = P Doing 21 Xij(w) va dat
1 m n
Sy = I — Xi(F Xidv,— | —Xndv| b,
= 1S 2 2 i (s))%[/ ndv,— [ ~xu u]

Sy = {s €l: | Xpdv < liminf ap,,(w) < Hmsup ap,(w) < —/—Xlldu,Vw S F(s)} ,

myn—o0 mVn—oo

mvyn—0o0 mVn—00

Oy = {w e N: /Xndy < liglinf A (W) < M sup G (w) < —/—Xlldu} .

) 1
Néu s € S; thi 7221 Z?:l XZ](F(S)) — [f Xudl/,—f—XndV}. Vi vay, v6i moi
mn

1 p 2 ax
w € F(s), amn(w) € - Doty iy Xij(F(s)). Ap dung Bo de 3 ta c6

Xudv < li\r/ninf mn(w) < limsup apy,(w) < —/—Xlldy.

myn—oo mVn—oo
Tu dé, Sy C Sp. Diéu nay suy ra
v(Q) =A{s€l:F(s) CQ})=AS2) > \S1) =1.

Vi vay, ta thu duge diéu phai chitng minh. O
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4 Két luan

Bai bao nay da thiét lap dugce luat manh s6 16n cho mang kép cac bién ngau nhién ting
v6i ham tiém ning. Két qua nay 13 mot md rong dang hai chi s6 két qua ctia F. Maccheroni
va M. Marinacci (nam 2005) dang trén tap chi The Annals of Probability. Dé chiing minh
duge luat manh s6 16n, ching toi da xay dyng khai niém giéi han dudi, giéi han trén, gidi
han riéng ctia mang kép cac s6 thyc va thiét 1ap mot s6 tinh chat can thiét.
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SUMMARY

STRONG LAW OF LARGE NUMBERS FOR DOUBLE ARRAYS OF
RANDOM VARIABLES WITH RESPECT TO CAPACITIES

In this paper, we introduce the concept of partially limit of double arrays of real numbers
and prove that the lower limit and upper limit defined in [3], are minimum and maximum of
partially limits, respectively. Therefore, we apply to establish strong law of large numbers
for double arrays of random variables with respect to capacities. This result extends [6,
Theorem 1] to the case of double arrays of random variables.
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