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Ñaët vaán ñeà
Moment quaùn tính theo truïc ñöùng cuûa maùy keùo cuõng nhö moät soá phöông tieän di 

ñoäng ñöôïc söû duïng khaù thöôøng xuyeân trong caùc baøi toaùn veà oån ñònh höôùng chuyeån 
ñoäng cuûa chuùng. Ñeå xaùc ñònh moment quaùn tính cuûa moät vaät hieän nay thöôøng söû 
duïng caùc phöông phaùp sau: (1) Phöông phaùp con laéc ñôn; (2) Phöông phaùp treo 
ñaøn hoài; (3) Phöông phaùp con laéc xoaén.

Phöông phaùp thöù nhaát thöôøng chæ ñöôïc söû duïng cho caùc vaät coù khaû naêng treo 
leân moät truïc quay naèm ngang song song vôùi truïc ta caàn xaùc ñònh moment quaùn tính. 
Phöông phaùp naøy khoù coù theå aùp duïng ñeå xaùc ñònh moment quaùn tính cuûa maùy keùo. 
Phöông phaùp thöù hai thöôøng ñöôïc söû duïng ñeå ño moment quaùn tính theo caùc truïc 
ngang cuûa maùy keùo, do deã daøng taïo ra caùc truïc quay cuøng chieàu. Hieän nay moment 
quaùn tính theo truïc ñöùng chuû yeáu söû duïng phöông phaùp thöù ba. Theo phöông phaùp 
naøy, maùy keùo hay phöông tieän di ñoäng ñöôïc treo bôûi 2 sôïi daây (hình 1) sao cho 
troïng taâm cuûa maùy keùo caùch ñeàu chuùng moät khoaûng caùch l/2. Moment quaùn tính 
cuûa maùy keùo ñöôïc xaùc ñònh thoâng qua chu kyø dao ñoäng quay töï do cuûa noù quanh 
truïc thaúng ñöùng ñi qua troïng taâm:
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Trong ñoù: mT laø khoái löôïng cuûa maùy keùo; g - gia toác troïng tröôøng; l - khoaûng caùch 
giöõa hai ñieåm treo; h - chieàu daøi daây treo; Jdam - moment quaùn tính cuûa daàm treo 
theo truïc thaúng ñöùng; T - chu kyø dao ñoäng.

Phöông phaùp naøy coù moät soá nhöôïc ñieåm sau:
- Veà maët nguyeân taéc, maùy keùo khi treo theo sô ñoà hình 1 coù 3 baäc töï do: dao 

ñoäng theo phöông ngang, dao ñoäng theo phöông ñöùng vaø dòch chuyeån theo truïc 
ñöùng. Hai dao ñoäng theo phöông ngang vaø phöông ñöùng, trong thöïc teá, thí nghieäm 
raát khoù coù theå trieät tieâu ñöôïc vaø do ñoù ít nhieàu seõ aûnh höôûng ñeán ñoä chính xaùc cuûa 
pheùp ño.

 - Vôùi moãi loaïi maùy keùo khaùc nhau caàn thieát phaûi coù caùc boä khung gaù khaùc nhau, 
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Baøi baùo naøy giôùi thieäu moät phöông phaùp môùi ñeå xaùc ñònh moment quaùn tính cuûa maùy 
keùo theo truïc ñöùng baèng thöïc nghieäm. Heä thoáng thieát bò thí nghieäm töông ñoái ñôn giaûn, 
deã thöïc hieän vaø ñaûm baûo ñoä chính xaùc cao. 

Töø khoùa: ño moment quaùn tính, thöû nghieäm maùy keùo.
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ñoàng thôøi vieäc laép ñaët tröôùc khi ño löôøng toán raát nhieàu 
coâng söùc, cuõng nhö ñoä chính xaùc laép ñaët theo sô ñoà raát 
khoù ñöôïc ñaûm baûo.

Nhaèm loaïi boû caùc nhöôïc ñieåm neâu treân, chuùng toâi ñaõ 
ñeà xuaát moät phöông phaùp xaùc ñònh moment quaùn tính 
theo truïc ñöùng cuøng vôùi heä thoáng thieát bò thí nghieäm 
ña naêng coù theå duøng cho nhieàu loaïi maùy keùo vaø caùc 
phöông tieän vaän chuyeån khaùc nhau.

Phöông phaùp nghieân cöùu
Phaân tích ñònh tính caùc thoâng soá ñoäng löïc hoïc treân 

moâ hình dao ñoäng töï do cuûa maùy keùo quanh truïc thaúng 
ñöùng ñeå tìm ra phöông phaùp xaùc ñònh ñònh löôïng moâ 
men quaùn tính baèng thöïc nghieäm. Söû duïng caùc keát 
quaû moâ phoûng ñoäng löïc hoïc baèng phaàn meàm Dynamic 
designer motion for Inventor ñeå kieåm ñònh moät soá giaû 
thieát khi xaây döïng moâ hình thöïc nghieäm.

Keát quaû nghieân cöùu vaø thaûo luaän
Moâ hình thí nghieäm
Moâ hình thí nghieäm ñöôïc theå hieän treân hình 2, trong 

ñoù giaù ñôõ 1 ñaûm baûo cho maùy keùo coù theå ñoàng thôøi 
quay ñöôïc quanh truïc thaúng ñöùng vaø truïc ngang. Phaàn 
tröôùc cuûa maùy keùo ñöôïc treo baèng daây caùp meàm 2 giöõ 
cho maùy keùo ôû tö theá naèm ngang. Nhö vaäy, maùy keùo 
3 vôùi giaù ñôõ 1 vaø sôïi daây 2 taïo thaønh moät heä dao ñoäng 
vôùi 1 baäc töï do. 

 Phöông phaùp xaùc ñònh moment quaùn tính theo 
truïc ñöùng

Hình 3 laø sô ñoà tính toaùn dao ñoäng cuûa maùy keùo. 
Ñeå xaây döïng phöông trình dao ñoäng, chuùng ta coù theå 
söû duïng phöông trình Lagrange loaïi II treân cô sôû ñoäng 
naêng vaø theá naêng cuûa heä.

Ñoäng naêng cuûa heä khi boû qua quaùn tính cuûa sôïi daây 
ñöôïc tính theo coâng thöùc:

         

(2)
Trong ñoù: Jy laø moment quaùn tính cuûa maùy keùo theo 
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Hình 1: sô ñoà xaùc ñònh moment quaùn tính cuûa maùy keùo 
theo truïc ñöùng

Hình 2: sô ñoà treo maùy keùo thí nghieäm
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Hình 3: sô ñoà tính toaùn dao ñoäng töï do cuûa heä
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truïc ngang ñi qua troïng taâm; Jz - moment quaùn tính cuûa 
maùy keùo theo truïc ñöùng ñi qua troïng taâm; Jnp - moment 
quaùn tính cuûa giaù ñôõ theo truïc ñöùng (coù theå boû qua vì 
raát nhoû so vôùi maùy keùo); b - khoaûng caùch töø truïc quay 
ñöùng ñeán troïng taâm maùy keùo; b1 - khoaûng caùch töø troïng 
taâm maùy keùo ñeán truïc quay ngang (caïnh cuûa laêng truï); 
ωy - vaän toác goùc cuûa maùy keùo quanh truïc ngang; ωz - 
vaän toác goùc cuûa maùy keùo quanh truïc ñöùng.

Vaän toác goùc ωy coù theå tính thoâng qua ωz theo coâng 
thöùc: 

.tgy zω ω α=

Trong ñoù α laø goùc laéc cuûa sôïi daây.
Vôùi goùc laéc α nhoû töø - 20 ñeán 20, coù theå chaáp nhaän 

ωy ≈ ωz vôùi sai soá khoâng quaù 3% vaø coù theå boû qua thaønh 
phaàn coù lieân quan ñeán ωγ. Khi ñoù ñoäng naêng cuûa heä 
laø:

   	 (3)

Theá naêng cuûa heä chæ phuï thuoäc vaøo chieàu cao troïng 
taâm maùy keùo vaø ñöôïc xaùc ñònh theo coâng thöùc sau:
 

3

Maët khaùc

Ta nhaän ñöôïc

  

(4)

Trong ñoù ϕ laø goùc dao ñoäng cuûa maùy keùo (quanh 
truïc z).

Thay bieåu thöùc ñoäng naêng (3) vaø theá naêng (4) vaøo 
phöông trình Lagrange II ta nhaän ñöôïc phöông trình 
dao ñoäng töï do cuûa maùy keùo:
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 	 (5)

Taàn soá dao ñoäng rieâng cuûa maùy keùo 
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Töø ñoù ta xaùc ñònh ñöôïc moment quaùn tính cuûa maùy 
keùo theo truïc ñöùng ñi qua troïng taâm:
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Trong ñoù vaän toác goùc cuûa dao ñoäng ñöôïc xaùc ñònh 
qua chu kyø dao ñoäng
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Maët khaùc
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					     (7)

Ñaùnh giaù sai soá cuûa phöông phaùp
Ngoaøi sai soá do xaùc ñònh khoâng chính xaùc caùc 

thoâng soá hình hoïc nhö vò trí ñaët truïc quay, vò trí treo 
daây, chieàu daøi daây, khoái löôïng maùy keùo, vò trí troïng taâm 
maùy keùo... sai soá heä thoáng cuûa phöông phaùp ño sinh 
ra coøn do nhöõng nguyeân nhaân sau:

- Do boû qua söï aûnh höôûng cuûa dao ñoäng cuûa maùy 
keùo theo truïc ngang.

- Do tuyeán tính hoùa moâ hình dao ñoäng.
Ñeå kieåm tra sai soá heä thoáng naøy, chuùng toâi ñaõ moâ 

phoûng quaù trình dao ñoäng phi tuyeán ñaày ñuû cuûa maùy 
keùo coù tính ñeán dao ñoäng theo truïc ngang baèng phaàn 
meàm Dynamic designer motion for Inventor. Moâ hình 
ñöôïc theå hieän treân hình 4. 

Theo coâng thöùc (6) moment quaùn tính Jz ñöôïc xaùc 
ñònh khi ñaõ boû qua söï aûnh höôûng cuûa dao ñoäng quanh 
truïc ngang, nghóa laø coi Jy= 0. Töø (6) ta coù:

                               (8)

Giöõ nguyeân giaù trò moment quaùn tính Jz vaø caùc 
thoâng soá hình hoïc khaùc, chæ thay ñoåi giaù trò moâ men 
quaùn tính theo truïc ngang Jy vaø tieán haønh khaûo saùt taàn 
soá dao ñoäng rieâng cuûa heä ω öùng vôùi caùc giaù trò Jy khaùc 
nhau treân moâ hình dao ñoäng phi tuyeán (coù tính ñeán dao 
ñoäng quanh truïc ngang). Khaûo saùt naøy coù theå ñaùp öùng 
ñöôïc khi thöïc hieän treân phaàn meàm Dynamic designer 
motion for Inventor. 

Neáu taàn soá dao ñoäng cuûa heä thay ñoåi khoâng ñaùng 
keå khi ta thay ñoåi moment quaùn tính Jy thì chöùng toû dao 

Hình 4: moâ hình moâ phoûng dao ñoäng cuûa maùy keùo 
baèng phaàn meàm Dynamic designer motion for Inventor
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ñoäng quanh truïc ngang y aûnh höôûng khoâng ñaùng keå 
ñeán phöông phaùp xaùc ñònh moâ men quaùn tính theo truïc 
ñöùng nhö ñaõ trình baøy ôû phaàn treân.

Caùc thoâng soá ñöôïc ñöa vaøo bao goàm: ls = 2,0 m; lb 
= 1,5 m; mT  = 1000 kg; Jz = 500 kg.m2; Jy = 100÷1000 
kg.m2; b = 0,6 m. Bieân ñoä do ñoäng ñöôïc choïn laø 0,2 
m.

Keát quaû veà bieân ñoä dao ñoäng cuûa goùc laéc maùy keùo 
theå hieän ôû ñoà thò hình 5.

Töø ñoà thò hình 5 cho thaáy khi thay ñoåi moment quaùn 
tính theo truïc ngang Jy trong khoaûng roäng nhöng dao 
ñoäng goùc laéc ϕ gaàn nhö truøng nhau. 

Veà ñònh löôïng, vôùi ví duï ñang xem xeùt, ta xaùc ñònh 
ñöôïc chu kyø dao ñoäng vaø vaän toác goùc cuûa dao ñoäng 
laø: T = 2,776 s; ω0 = 2,263395 rad/s. Töø ñoù ta xaùc ñònh 
ñöôïc moment quaùn tính cuûa maùy keùo moâ hình theo 
coâng thöùc (6) laø:

kgm2 kg.m2

Sai soá heä thoáng do boû qua aûnh höôûng cuûa dao ñoäng 
ngang laø:

 501,71 500100 0,35%
500

− =

Nhö vaäy, töø caùc keát quaû tính toaùn lyù thuyeát treân 
phaàn meàm Dynamic designer motion for Inventor cho 
pheùp khaúng ñònh: dao ñoäng quanh truïc ngang aûnh 
höôûng khoâng ñaùng keå ñeán taàn soá dao ñoäng quanh truïc 
thaúng ñöùng ω0 cuûa maùy keùo vaø do ñoù coù theå xaùc ñònh 
moment quaùn tính theo truïc ñöùng Jz theo coâng thöùc 
(6), trong ñoù chæ caàn xaùc ñònh taàn soá dao ñoäng quanh 
truïc thaúng ñöùng ω0 baèng thöïc nghieäm. 

ÖÙng duïng phöông phaùp
Vôùi phöông phaùp neâu treân, chuùng toâi ñaõ xaùc ñònh 

moâ ment quaùn tính cuûa maùy keùo KUBOTA 18L. Hình 
aûnh thí nghieäm ñöôïc theå hieän treân hình 6. Caùc thoâng 

soá ño: lb = 1,76 m; ls = 1,85 m; b = 0,5 m; khoái löôïng 
maùy keùo 658 kg.

Ñeå ño chu kyø laéc, chuùng toâi ñaõ söû duïng camera 
quay dao ñoäng, sau ñoù söû duïng cheá ñoä chaïy chaäm ñeå 
xaùc ñònh chu kyø. Keát quaû thu ñöôïc T = 2,733 s, vaän toác 
goùc 

kgm2

Moment quaùn tính cuûa maùy keùo theo truïc thaúng 
ñöùng ñi qua troïng taâm laø:

Keát luaän
Phöông phaùp xaùc ñònh moment quaùn tính theo truïc 

ñöùng cuûa maùy keùo ñaõ neâu coù sai soá heä thoáng nhoû, aûnh 
höôûng cuûa dao ñoäng quanh truïc ngang cuûa maùy keùo 
laø khoâng ñaùng keå. 

Vôùi phöông phaùp ñaõ xaây döïng cuøng vôùi thieát bò ñôn 
giaûn cho pheùp xaùc ñònh moment quaùn tính theo truïc 
ñöùng cuûa caùc loaïi maùy keùo cuõng nhö caùc phöông tieän 
di ñoäng vôùi caùc chuûng loaïi khaùc nhau moät caùch deã 
daøng, vôùi söï chuaån bò thí nghieäm ñôn giaûn hôn so vôùi 
caùc phöông phaùp khaùc n
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Hình 5: aûnh höôûng moâ men quaùn tính theo truïc ngang 
ñeán chu kyø dao ñoäng cuûa heä

Hình 6: thí nghieäm xaùc ñònh moment quaùn tính cuûa maùy keùo 
theo truïc ñöùng




