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TINH LIEN TUC VA ROI RAC, CHUYEN PONG VA PUNG VéN
TRONG LiCH SU PHAT TRIEN PHEP TINH VI PHAN VA TiCH PHAN

NGUYEN PHU LOC(*)

Tém tat: Mai guan hé gitda lién tuc va rif rac, giﬂ.‘a hitu han va vd h{m, gi:,?a chuyén ding va
ditng vén la nhing vdn dé quan trong khéng chi cia triét hoc, md cd cua triét hoc trong todn hoc.
Thing qua su phdn tich viée giai qu}et cde vdn dé trén trong lich sit phdt trién phép tink vi phin
vi tich phdn, tde gid cho rdng, cé thé phdn ngdanh todn hoc nay thanh 2 giai doan: Giai doan
trude Weierstrass, phép tinh vi phin va tich phén co tinh trie gide, dia chi yéu vao guan diém
chuyén déng. Giai doan tit Weierstrass trd pé sau, tinh “chuyén ding” bi tude bé khoi cde khdi
niém gidi han va khdi niém lién tuc. Nho vdy, chiing ta dd c6 mdt nganh gidi tich do s6 giiip cho
viée nghién citu va tng dung thude tinh “chuyén déng” cta véit chét duge thudn lgi hon.

‘I ?rung lich si toan hoc, phép tinh
tich phén ra doi trude phép tinh
vi phén. Phép tinh tich phén cé

ngudn goc tit Hy Lap c6 dai. Song, céc

cong trinh dude coi 14 coi ngudn cta phép
tinh tich phédn, nhu Phudng phap “vét
kiét” (Method of Exhaustion) cua Eudoxus

(408-355 TCN); “Phudng phap” cua

Archimedes (287-212 TCN), chi dude tim

thdy vao nam 1906. Bang viéc st dung

khai niém cédc yéu td (elements) ciia mit
hinh (duong thing dude tao thanh bdi cac
diém, mot hinh phdng duge tao béi cac
dudng thing, mot hinh khéi dude tao béi
cac mit phing), Archimedes da thu duge
nhiing két qua quan trong vé thé tich va
dién tich, Trong th& ky thit XIV, bai toan
néu mét cé thé di chuyén vdi vdn téc thay
déi, no sé di dwde mét qudng duong la bao
nhiéu trong mdt thoi gian cho trude da
dude nhiéu nha toan hoe quan tidm nghién
citu. Vi cach biéu dién van téc bing hinh
hoe, Nicole Oresme (1323- 1382) da xéc
dinh quing dudng di dude cta cf thé dé
béng dién tich tao bdi cac thanh biéu dién
van téc. Con Niuton thi cho rdng, xét vé
phudng dién cd hoc, tdt ca cac bai toin
cia mén phép tinh vi phén va tich phén
ed thé qui vé hai bai toan:

1) Xéc dinh vén téc tite thai clia chuyén
ddng trén quing dudng da biét;
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2) Xac dinh quéng dudng di dude trong
khoang thdi glan da cho va theo van téc
da biét clia chuyén dong.

Nhu vay, phép tinh tich phin ¢é lién
quan dén viéc phan chia mét dai lugng
lién tyc thanh v6 han céac dai lugng vi
ciing bé, con viée nghién ctu chuyén déng
trd thanh mét trong nhiing nguyén nhén
chinh cho sy ra ddi ctia phép tinh vi phén
va tich phdn. Tuy nhién, dé dat dude su
chat ché nhu ngay nay, cic nhi nghién
citu phép tinh vi phin va tich phén da
phai d61 mat cac vian dé vé mél quan hé
gitta lién tuc va rdi rac; gidta hitu han va
v6 han; giiia chuyén dong va ding yén. D6
la nhiing vin dé 16n khong chi cia triét
hoe, ma ca cia tri€t hoc trong toan hoc
(Philosophy of Mathematics).

1. Vé méi quan hé gi&.’a lién tuc va roi
rac, vdé han va hitu han. Trong cudc séng,
ching ta coi thol gian va khing gian vita
lién tue, vita gian doan, ca hitu han lan vé
han, Thoi gian cd thudc tinh lién tue,
nhung ngudi ta lai phin né thanh giay,
phit, gid - 46 lai 1a r&i rac. Pudng thing
ciing 1a trucng hgp dién hinh cho sy lién
tuc. Nhung mit diém trén dudng thing
hay céc con s6 tu nhién két hop vdi diém
trén dudng thing lai 1a roi rac. Tir d6, mot
cdu hoi duge dit ra 1a 1am thé nao dé tinh

{*) B& mon Todn, Khoa Su pham, Truﬁng Bai hoc
Ciin Tha.
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lién tuc cé thé duge md ta théng qua tinh
rdi rac?

Tit khai niém nguyén tu véi td cach hat
vat chit khéng thé phan chia nhd thém
dude nita cua Démberit (460 — 370 TCN)
thi dudng thing dude quan niém la cai
dude tao thanh boi vd s& cac nguyén ti.
Thé nhung, luan diém nay da khéng thé
ding vitng duge trude lap ludn cua Dénon
(490 — 430 TCN). Theo Dénon,
nguyén ti c6 do dai bing khéng thi khéng
thém vao khong van la khéng va do vay,
tong vo han cac dai lugng bang khéng vin
bing khéng. Vay, dudng thing c6 do dai
bing khong - d6 1a didu vd ly. Ngugc lai,
néu nguyén ti c¢6 d6 dai thi téng v6 han
cAc nguyén tu sé ¢b6 dd dai voé han va do
vily, d6 dai cia mot doan thing 14 vé han.
D6 ciing 14 diéu vé 1. Tit d6, Dénon két
luén rdng, doan thing (hay dudng thing)
sé khong thé dudc phan chia thanh vé han
cac phin tit hay nguyén tii. Phai ching vi
nhiing méiu thuin nay, nhitng méiu thuin
ma cAc nha toan hoc Hy Lap 6 dai da
khéng giai quyé&t duge, nén phép tinh tich
phén va vi phan khéng phat trién thém
bao nhiéu trong mét thai gian dai eta lich
sit, ké tit sau nén toan hoe Hy Lap ¢ dai.

2. Vé méi quan hé giita chuyén déng va
ditng yén. Ngay nay, cac khai niém cia
phép tinh vi phén va tich phén, nhu khai
niém gidi han hay khai niém lién tuc duge
dinh nghia 0 cdp d6 hinh thic theo ngén
ngd “g, 8" ¢6 tinh chit tinh (static); nhung
ngudi ta vin thiy yéu t8 chuyén dong -
ddu vét cua lich st - lién quan dén cac
thuét ngit diing cho cae khai niém 46, nhu
ham s6 f(x) din téi L khi x dén téi a, hay
ham s& f(x) ¢6 gidi han 1a L khi x d4n t&i
a. Cic khai niém “ddn tdi" nay hién da
dude dinh nghia mét cich chinh xAae.
Nhung, trong lich s toan hoe, khi dé ciap
dén sy “dén ti” ¢6 tinh chit chuyén déng,
ngudi ta da gip phai nhitng nghich 1y néi
tiéng clia Dénon. Dé 1a:

o
neu

- Nghich 1y phan d6i. Dé di qua mét
doan dudng niao &6, trude hét ching ta
phai di qua niia doan dutng dé. Vi, dé di
qua nia doan dudng nay, ta lai phai di
qua phin nifa cla né..., el mai thé dén v
tan. R3t cude 14 ching ta chi ding yén 6 vi
tri ban ddu. Nhu vay, chuyén déng khéng
XAy ra.

- Nghich 1y mii tén. Néu thdi gian duge
chia thanh nhiing khoanh khéic nho
khéng thé phén chia duge thi trong ting
khoanh khéc d6, mii tén khéng chuyén
dong. Nhu vay, mii tén ding im va khéng
6 su chuyén déng.

T nhitng nghich 1§ d6, Dénon cho
riing, khong cé chuyén déng xay ra néu co
st phéan chia mit dai lugng lién tuc thanh
vd han nhiing dai lugng rdi rac. Tim céu
tra 16i thoa dang bing toan hoc cho céc
nghich 1§ cia Dénon 1a mét van dé kho,
du rdng, vé mit triét hoc, Hégen cho ring
vin ding la qua trinh théng nhit bién
ching gitta van ding va ding yén. Va,
Ph.Angghen cfing nhdn manh réing, ngay
ca van ding co hoe cling 14 qua trinh chia
dung va giali quyét méu thudn: sy vat
trong ciing mét thdi diém vita van déng,
vita ditng yén; né vita d vi tri nay déng
thai lai khéng d vi tri do.

3. Khdi niém vé ciing bé. “N6i sd hai”
khéi niém vé han kéo dai tit Dénon dén
thé ky thit XVII. Nhung rit may, khai
niém vd han duge quan tdm trd lai boi
J.Képle (1571-1630), khi éng si dung
phudng phap v6 cung bé (infinitesimals),
va boi B.Cavalieri (1598-1647) vdi cbng
trinh dua trén “cai khong phén chia dugc”
(indivisibles). Cac céng trinh nay di md
duong cho [LNiuton (1642-1727) va
G.W.Lépnit (1646-1716) phat trién mén
phép tinh vi phén va tich phin sau nay.

Lépnit xem vi phén 14 mdt vé cling bé
va bang hiéu cla hai gia tri gdn nhau
cua dai lugng (ti d6 v cung bé duge ki
higéu bing d la chil cai ddu cla tit La tinh
differentia - c6 nghia 14 hiéu, va ti s6 cac
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% itng véi dao ham); dudng cong dude
xem nhu dudng gép khic véi vé cling 16n
cac canh v6 cung bé. Nam 1688, Lépnit da
xem tich phan nhu la téng mét s& v6 han
céc vi phéin va ki hiéu la [ (/1a chit cai ddu
cua tit La tinh summa - ¢6 nghia la tong).
Nhu véy, cac khai niém co ban cua giai
tich v6 cung bé cua Lépnit 14 vi phén -
hiéu vé cung bé, va tich phin — ting vo
han cac vi phén.

Maic du phép tinh vi phén va tich phén
duge phat trién trén cd sd khai niém vo
cung bé, nhung khai niém nay vao thoi dé
con kha md hd, khéng du chit ché: ¢6 khi
n6 14 mot bién s, c6 khi né lai 1a mot
hing s6; khi thi né 1a mét dai lugng hiu
han, khi thi né lai 14 mdt dai lugng vd
cing nho hoic 1a bing khéng. Chéing han,
khi col “dy” va “dx” trong & 1a dai lugng

dx
v6 cing bé, Lépnit cho ring, dx 1a mdt s6
gia v0 cung bé va khic khong ciua x va dy,
duge dinh nghia 1a dy=f(x + dx) - f(x) ciing
luén khac khéng. Vi du, néu y=f(x)=x? thi
©dy= (x+dx)%x=2x(dx)+(dx)* (I)

% = 2x+dx (II).Theo Lépnit,néu cho

dx=0, ta c6 tiép tuyén tai x vdi hé sd goc 1a 2x.

Theo céch lap luan trén diy, néu dx la
mdt s6 khéc khéng thi méi c6 thé thuc
hién phép chia hai v& ctia (I) dé ¢6 (ID) va
nhu vay, hé sd goc cua ti€p tuyén khéng
bing 2x. R6 rang, lap ludn cia Lépnit ¢é
méu thufin, vi ¢6 hic éng xem dx 14 mdt
dai lugng khac khéng, c6 lic éng lai xem
dx la dai ludgng bang khéng.

P.Phécma (1601 - 1665) 14 mdt trong
nhiing ngudi cé cong ddu trong viéc xdy
dung phép tinh vi phan. Lap ludn méa éng
dua ra dé tim cach chia mét dai lugng cho
trude thanh hai dai lugng sao cho tich cua
hai dai ludng nay dat gia tri 16n nhit nhu
sau: Goi B la dai lugng cho trude, Chia B
thanh hai phan A va B - A, E 1a dai lugng
vd cung bé. Thay A bai dai lugng A - E: (A-
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E) (B - (A - E)). Sau dé, cho né bing A (B-
Ay AB-A)=(A-E)B- (A - E)) hay 2AE -
BE - E*=0. Tiép theo chia hai vé cho E:

2A-B-E=0. N&u E=0 thi 2A-B=0 hay A:%

Nhu vy, Phécma da tim duge cach giai bai
toan duge dit ra ¢ trén. Tuy nhién, trong
qué trinh lip luin trén, ¢6 lic Phéema da
cho E khac khong (khi thuc hién phép chia
cho E) va co hic 6ng lai cho E=0.

4. Vé citng bé, chuyén ddng va lién tuc.
Dé lam rd khai niém vé cing bé nhim
lam cho phép tinh vi phén va tich phén c6
cd 50 chit ché, nguoi ta phai dé1 mat vdi
vdn dé chuyén déng. Ching han, khi dinh
nghia khai niém v6 cliing bé 1a mot bién
din tdi s6 0, nhung sy “din t6i" mot gia
tri nao d6 lai lién quan dén khai niém
chuyén déng ma trong phép tinh vi phin
va tich phédn, chuyén déng la mét qud
trinh lién tuc v6i nghia la bién phai nhin
moi gia tri trong khoang dién ra chuyén
déng. Vay, lam thé nao d€ mé ta bing
todn hoc bién di chuyén qua tdt ca cac
diém ké tiép nhau trong mét khoang? Ta
khéng thé néi ring “di tit diém nay dén
diém ké& ti€p sau”, vi khéng c6 diém k&
tiép (gita hai diém bdt ky ludén cé6 mot
diém khac).

B.Bolzano (1781-1848) da phu dinh su
ton tai cla céc s6§ vb cung bé
(infinitesimals) va céic s& v6 ciing 16n, song
vao nam 1817, éng lai dua ra mdét dinh
nghia chinh xéc vé tinh lién tuc: ham sf
f(x) 1a lién tuc trong mét khoang, néu tai
bdt kv x nao trong khoang 46 ma hiéu
f(x+®)- f(x) c6 thé lam nho tuy ¥ khi cho
® du nho.

Khai niém gidi han khi duge chinh xac
hod cling 43 gip nhing khé khén tudng
ty. Bdi vi hing s6 ¢ dude goi 1a gidi han
ctia x néu ta c6 thé lam cho x tién gin dén
¢ mit cach tuy ¥ (as close as desired)
théng qua sy thay déi lién tuc. Khi d6 lai
xufit hién véin dé lam thé nao cé thé mé
td khdi niém “gdn mét cdch tuy ¥’
bdng todn hoc.
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A.L.Cauchy (1789 - 1857) la ngudi ¢b
cong 1dn trong viéc lam chinh xédc hoa
khai niém gidéi han va lién tuc, khi éng
dua ra dinh nghia vé khai niém gi6i han
ma cho d&n nay, ching ta vln con su
dung: x 14 bién sd thuc ¢6 giéi han 14 ¢ néu
vdi bat ky s6 dudng cho trude nio, gia tri
tuyét déi giita hiéu cta x va c ¢6 thé lam
nhé hon s6 duong cho trude d6. Nha toan
hoc Biitc - K.Weierstrass (1815 - 1897) da
lam rd hon cum tit “mét bién din tdi gidi
han”, khi coi bién ching qua la mét chit
cai thay thé& cho mét phan ti thudc mot
tap hop gié tri ma chii cai d6 e6 thé nhéan
duge. Bién lién tuc 14 mdt bién ma néu x,
thude tap gia tri cua bién va & 14 mot sd
dudng bit ky, cé nhiing gia tri khac cta
bién thudec khoang (x, - 8, x; + 8). T db,
éng dinh nghia khai niém ham s& lién tuc
nhu sau: Ham &8 lién tuc tai diém x = x,
khi vdi moi s duong € cho trude, s6 dudng
5 ciing déu tén tai dé sao cho véi moi x
thod [x —Xg|< & thi [I(Xx)—I(Xy)|< e Mat
cach tuong ty, éng dd dinh nghia khai
niém gidi han cta ham s6 nhu sau: Ham
sd f(x) c6 gidi han 1a L tai x = x, néu véi
‘moi s6 dudng & cho trude, s6 dudng & ciing
déu tén tai dé€ sao cho véi moi x thoa
O<|x —Xp|< & thi |1(x)- L|<e.

Nhu wviy, ca Bolzano, Cauchy lén
Weierstrass déu loai bo tinh chit “chuyén
déng” khi dinh nghia cac khéai niém cd so
cua phép tinh vi va tich phén. Cac thuat
ngit “ham s6 f(x) din téi L khi x dén téi
a”, hay “ham s6 f(x) c6 gidi han 1a L khi x
dén téi a” ma cac éng dua ra chita diy
méu thuin (ban thén x din téi a phai
duge dinh nghia trude da) hién vn duge
sit dung, nhung ching hoén toan khéng
tudng hdp vdi dinh nghia khai niém gidi
han cua ham sé theo ngdén ngit “s, 8", Mic
di vay, cac 6ng vin duge thita nhén la
nhiing ngudi c¢é cong lén trong viée hinh
thic hoa phép tinh vi phén va tich phén,
xdy dung nén phép tinh vi phén va tich
phién “tinh tai” khéng méu thuén, cé cd sd
légic chat ché, trong 46, cac khai niém
“lién tuc”, “dan t6i”, “gidi han”,... 45 duge
mo ta mét cach chinh xic bing toan hoc,

duge dinh nghia nhu la d& tugng (object)
chi khéng phai nhu 14 qua trinh (process)
dé tit 46, c6 dh co sd gidi quyét cac nghich
Iy cia Dénon, va 1y giai duge nhitng
vudng mac khac c6 lién quan dén cac khai
niém méa phép tinh vi phédn va tich phén
dua vao truc giac (chdng han, tinh “chuyén
déng” hay “qua trinh”) khéng sao ly giai

dudc; (ching han, day {l} ¢6 gidi han
n

14 0 khi n dén tdi =, nhung gidi han 0 nay

liéu c6 thé dat dude hay khéng khi 15 >0
n
v{i moi n).

Tém lai, dua vao thude tinh van déng
ctia vit chit, ching ta ¢6 thé phin nganh
toan hoc phép tinh vi phén va tich phén
nay thanh hai giai doan:

- (Giai doan trudc Weierstrass: phép tinh
vi phén va tich phén ¢6 tinh tryc giac, dua
chii yéu viio quan diém chuyén dong.

- Giai doan tit Weierstrass trd vé sau:
phép tinh vi phén va tich phin duge hinh
thitc hod, c6 sd sd chat ché. Tinh “chuyén
dong” bi tudc bo khoi cac khai niém gidi
han va khai niém lién tuc — hai khai niém
cd 80 cua phép tinh vi phén va tich phén.
Chinh vi vy ma ching ta d3 c6 dudc mét
nganh giai tich d6 s va chit ché nhu
ngay nay va nhd d6, viée nghién citu thude
tinh “chuyén déng” cua vat chit dé idng
dung vao hdu hét cdc nganh khoa hoc
khée efing trd nén thuén loi hon.O
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A L.Cauchy (1789 - 1857) 14 ngudi cb
cing lén trong viéc lam chinh xac hoa
khai niém gidi han va lién tuc, khi ong
dua ra dinh nghia vé khai niém gidi han
méa cho dén nay, chiing ta vin con s
dung: x la bién s6 thuc c6 gidi han 1a ¢ néu
vii bt ky s6 dudng cho trude nao, gia tri
tuyét doi gitia hiéu clia x va ¢ c6 thé lam
nho hon s6 duong cho trude d6. Nha toan
hoe Dic - K. Weierstrass (1815 - 1897) da
lam ré hon cum tif “mot bién dan t6i gidi
han”, khi coi bién chéng qua 1a mét chit
cai thay thé cho mét phin ti thude mdt
tap hop gia tri ma chit cai d6 ¢6 thé nhan
dudce. Bién lién tuc 1a mét bién ma néu x,
thude tap gia tri cia bién va &6 14 mit s
dudng bat ky, c¢é nhiing gia tri khéae cta
bién thudc khoang (x, - 8, x, + 8). Tu 46,
dng dinh nghia khai niém ham s& lién tuc
nhu sau: Ham s@ lién tuc tai diém x = x,
khi vdi moi s6 duong & cho trude, s& dudng
& ciing déu tén tai dé sao cho véi moi x
thoa |x—xXp|< & thi [1(x)-1(xg)|<e Mt
cach tudng tu, 6ng dd dinh nghia khai
niém gidi han cua ham sd nhu sau: Ham
s0 f(x) co gidi han la L tai x = x, néu vai
foi s6 dudng & cho trude, s6 duong & cling
déu tén tai dé sao cho vdi moi x thoa
U{P( —Xg|< & thi H(x)-L|<e

Nhu vay, ca Bolzano, Cauchy lén
Weierstrass déu loai bo tinh chit “chuyén
déng” khi dinh nghia céc khéai niém cd so
cua phép tinh vi va tich phin. Céc thuat
ngit “ham s6 f(x) dén téi L khi x ddn téi
a”, hay “ham sd f(x) c6 gidi han la L khi x
ddn tdi a” ma cac éng dua ra chia diy
mAu thuin (ban than x dén tdi a phai
dude dinh nghia trude da) hién vin dude
st dung, nhung ching hoan toan khéng
tudgng hdp vii dinh nghia khai niém gidi
han cua ham sb theo ngén ngit “¢, 8", Mic
du vay, cac d6ng van duge thita nhan la
nhiing ngudi ¢6 cong lén trong viée hinh
thic hod phép tinh vi phén va tich phén,
xdy dung nén phép tinh vi phfin va tich
phén “tinh tai” khéng méu thufin, 6 cd so
légic chit ché, trong d6, cac khai niém
“lién tuc”, “dén t6i", “giéi han”,... da dude
mé ta mot cach chinh xac bing toan hoc,

duge dinh nghia nhu la d61 tugng (object)
chit khéng phai nhu la qué trinh (process)
dé tit d6, c6 di co sd giai quyét cac nghich
Iy cta Dénon, va 1y gidi dude nhiing
vudng méc khac c6 litn quan dén cac khai
niém ma phép tinh vi phén va tich phéan
dua vao truc giac (chdng han, tinh “chuyén
dong” hay “qua trinh”) khong sao 1y gidi

dude; (chdng han, day (l} ¢6 gidi han
n

14 0 khi n dén tdi o, nhung gidi han 0 nay

ligu ¢6 thé dat dude hay khéng khi L >0
n
vl moi n).

Tém lai, dua vao thude tinh vin dong
ctia vat chat, ching ta c6 thé phan nganh
toan hoc phép tinh vi phén va tich phén
nay thanh hai giai doan:

- (ziai doan trudc Weierstrass: phép tinh
vi phén va tich phéin ¢6 tinh true giae, dua
chii yéu viio quan diém chuyén déng.

- (Giai doan tit Weierstrass trd vé sau:
phép tinh vi phén va tich phin duge hinh
thitc hod, c6 sd sd chit ché. Tinh “chuyén
dong” bi tudc bo khoi ciac khai niém gidi
han va khai niém lién tuc — hai khai niém
cd s0 cua phép tinh vi phén va tich phén.
Chinh vi vy ma ching ta da c6 dudc mét
nganh giai tich d6 s6 va chit ché nhu
ngay nay va nhd d6, viée nghién citu thude
tinh “chuyén déng” cta vat chit dé ing
dung vao hdu hét céc nganh khoa hoc
khéc efing trd nén thuén ldi hon.O
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