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VE VANH NUA HOAN CHINH CO PE COT YEU
THOA MAN PIEU KIEN NOI XA BE

Tém tit

Nguyén Thi Thu Ha*

Mot vanh R dwoc goi la gid-Frobenius phdi (goi tat la PF) néu R la tw ndi xa phdi, nira

hoan chinh voi dé phdi cot yéu. Trong bai bdao nay, chung t6i dwa ra mot so tinh chat cua vanh

nua hoan chinh voi dé phdi cot yéu thoa mot so diéu kién vé noi xa bé.

Tw khoa: nita hoan chinh, ngi xq, ngi xa bé, (M, n)-noi xa bé

1. GIOI THIEU

Trong bai bao nay, chung ta gia sir rang
moi vanh 1a két hop c6 don vi 1#0, va moi
moédun 1a don nguyén. Véi mdi modun M
trén vanh R ta viét Mg (M, tuong ung) dé
chi raing M 1a moét R-modun phai (trai,
twong ung). Chung ta ky hi¢u pham tru cac
R-m6dun phai (R-moédun trai, tuong Gng)
bai Mod-R (R-Mod, twong tmg). Trudc hét
nhéc lai mot vai ky hi¢u dugc dung trong
bai bao nay. Cho mot médun M chung ta ky
hiéu E(M), J(M), Z(M) va Soc(M) la bao
ndi xa, can Jacobson, mdédun con suy bién
va dé cua M tuong tng. Trong truong hop
M = R thi J(Rr) = J(rRR), duoc ky hiéu
chung la J va goi 1a can Jacobson cta vanh
R. Cho mot tap A cua vanh R, r(A) va I(A)
la linh héa tir phai va trai cia A trong R
tuong ng. Modun con A ctia A" (ky hiéu
boi 4 < A’) sao cho A 1a cét yéu trong A
duogc ky hiéu boi 4 <°A”.

Lity dang duoc goi 1a nang duoc moduld
J néu véi moi e + J 1a mot liy ding ctia R/J
thi ton tai mot liy dang h R sao cho e + J
= h + J. Vanh R duoc goi la nua hoan
chinh néu R/J 1a nira don va moi lily dang
nang dugc modulé J. Vanh R duoc goi la
hoan chinh phai néu R/J 1a nira don va J 13
T-liy linh phai. Vanh R dugc goi 1a ntra
chinh quy néu R/J la vanh chinh quy von
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Neumann va moi lily ding nang duoc
moduld J. Di nhién ta c6 ngay nua hoan
chinh nua chinh quy. Médun Mg dugc goi
13 thoa diéu kién day ting (ACC) (diéu kién
diy giam (DCC), twong ung) ddi véi tap
hop nao d6 Q cac modun con ciia M, néu
Ml SMZ <.. (M]_ > Mg > .., tlIOIlg 1’1’ng)
phai dimg (nghia 1a ton tai k sao cho My =
M, ©1=1,2, ..),trong d6 My, My, ... Q.
Chung ta biét raing M c0 thé thoa nhiéu diéu
kién ddy tang (ddy giam, twong tng) ddi
voi tap Q cac linh hoa tir, cdc mdédun con
¢t yéu, ... nhung khi Q 1a tap tat ca cac
modun con caa M thi M 1an luot duge goi
la Note (Artin, twong Ung).

Trong pham tru R-Mod (Mod-R), ndi xa
va xa anh la hai khai ni€ém quan trong dugc
dung dé dic trung cho nhiéu 16p vanh khac
nhau. Vao nhimg nim 50 cia thé ky XX,
hai 6ng Eckmann va Shopf 14 nhiing nguoi
dau tién dua ra nhimng khai niém nay. Tiép
theo, vao nam 1960, Johnson va Wong dua
ra khai ni¢m tya-ndi xa va tya-xa anh. Day
1a sy md rong cia khai niém ndi xa va xa
anh. Nam 1975, Azumaya dua ra khai niém
A-ndi xa va A-xa anh. Khai niém nay gitp
chung ta ¢6 mot cach nhin méi vé cac 16p
modun ndi xa va mdédun xa anh, déng thot
md ra phuong phap moi tiép can cac 16p
modun nay. Trong bai viét nay, ching toi
s& néu 1én nhing két qua ¢ dién va nhiing
két qua moi ddy vé vanh R nira hoan chinh
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v6i dé phai cot yéu thoa mot s diéu kién
cua tu ndi xa bé va md rong cua ndi xa bé.
Trong tdm cua bai viét nay xoay quanh
vanh gia ndi xa (pseudo-Frobenius), viét tat
la PF, va mé rdng ctia nd khi giit nguyén
tinh cht ntra hoan chinh voi dé cbt yéu.

Sau day 1a két qua dau tién thuc day
chung t6i viét bai bao nay:

DPinh ly 1.1. ([NY, Theorem 1.56: Azumaya —
Kato — Osofsky — Utumi]) Céc diéu kién sau
la twong dwong doi véi vanh R dd cho:

(1) R la PF phai, nghia la vanh ma moi
R-modun phai trung thanh la vdt sinh cua
pham triu Mod-R,

(2) R la tw noi xa phdi, nita hoan chinh
Vvéi dé phdi cot yéu,

(3) R la tu noi xa phai va hitu han doi sinh,

(4) R la vt doi sinh trong pham trii
Mod-R, va rR ddi sinh moi médun don
trong R-Mod.

Qua dinh nghia nay ching ta chu y:

1. Khai niém PF phai va PF trai 1a khong
trung nhau, didu d6 dugc cac tac gia
Dischinger va Muller khang dinh trong bai
bao ctia minh ([DM]).

2. Khi ta thay diéu kién ty ndi xa phai
boi cac diéu kién suy rong cua tinh ni xa
thi c6 thé ¢6 ba truong hop xay ra:

- Vanh thoa diéu kién méi thay van con
1a PF,

- Vanh thoa diéu kién méi thay c6 thé
khong con la PF nhung khi thém mot gia
thiét khac thi vanh s& tr lai 1a vanh PF,

- Vanh thoa diéu kién méi thay 1a mdt
loai vanh khac.

Chung t6i s& di tong hop lai mot s két
qua da biét va cho thém mot s6 két qua bd
sung.

Tru6e hét, ching t6i nhac lai, 16p vanh
tua Frobenius (quasi-Frobenius), viét tit 1a
QF, 1a 16p vanh mo rdng ctuia vanh nura don,
c6 vai tro rat quan trong trong 1y thuyét
vanh két hop khong giao hoan va dang

TRUONG PAI HOC PHU YEN

dugc nhidu tac gia quan tim nghién ciu,
nhu Faith, Osofsky, Wisbauer, Dung,
Huynh, Vanaja, Smith, Thuyet, Quynh,
Thoang, ... va chung t6i chi dé cap dén mot
vai dac trung quan trong sau:

Pinh ly 1.2. ([NY, Theorem 1.50]) Céc
diéu kién sau la twong dwong doi véi vanh
R da cho:

(1) R la QF, nghia la R la ty ndi xa phai
va trai, Note phdi va trdi,

(2)R la tw noi xa phai (hay trai) va Note
phai (hay trai),

(3) R la tr ngi xa phdi (hay trdi) va thoa
dieu kién day tang doi véi cdc linh héa tie
phdi,

(@) R la tr ngi xa phdi (hay trdi) va thoa
diéu kién ddy tang doi voi cdc idéan phdi cot
yéu.

Pé dé dang trich din va doc gia dé theo
doi, tAc gia xin néu ra & ddy 2 quyén sach
Xuét ban trong thoi gian gan diy cta Dung,
Huynh, Smith va Wisbauer [DHSW] va
Nicholson, Yousif [NY], ¢6 lién quan nhiéu
dén bai bao nay. Ngoai ra, d6i v6i cac khai
niém va két qua co ban khéng nhic dén
trong bai béo nay cé thé tim doc trong
Anderson va Fuller [AF] va Wisbauer [W].
2. KET QUA

Truéc hét, chung t6i quan tdm dén
modun nodi xa bé. Cho M la mot R-modun
phai trong gian do sau:

0——1—5R
fdv'h
M

Néu ton tai h € Homg(R, M) sao cho ih
= f v6i moi idéan phai bé | trong R, i la
phép nhing va moi f Homg(l, M), thi
chung ta noi rang M 1a ngi xa bé. Néu Rg la
noi xa bé, thi R dugc goi 1a vanh ndi xa bé
phai. Nhiéu tinh chat cta 16p vanh nay da
duoc viét trong [NY].

Vanh R dugc goi 13 Goldie phai néu no
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¢6 chiéu Goldie phai hitu han va thoa ACC
dbi véi cac linh hoa tir phai. Vanh R duoc
goi 1a QF-2 phai néu no 1a tong truc tiép
ciia cic idéan phai déu. Vanh QF-2 tréi
dugc dinh nghia tuong tu.

Bén canh do, chung ta cling xem xét dén
mot sd 16p modun mé rong cua ndi xa nhu
sau: Modun M dugc goi 1a ndi xa téi tiéu
(ndi xa chinh) néu ton tai h € Homg(R, M)
sao cho hi = f véi moi idéan phai tbi tiéu
(chinh twong tmg) cua R. Tinh chat noi xa
t6i tiéu cia modun M tuong duong véi f=
m. 1a phép nhan trai boi phan tir m nao d6
cia M. Chang ta cling goi mot vanh R la
noi xa t6i tiéu phai néu Rg 1a ndi xa tdi ticu.

R4 rang ta c¢6 ndi xa = ndi xa chinh =
ndi xa toi tiéu. Chiéu ngugc lai n6i chung

khong dung, chang han, c6 thé ldy vanh Z

cac s6 nguyén thi né chinh 1a vanh giao
hoan, Note, ndi xa tdi tiéu nhung khong
phai la ndi xa chinh.

Cho Mg va Ng la cac R-modun phai.
Theo Harada, M duogc goi la s-N- ndi xa
(simple-N-injective) néu véi mdi modun
con X < N va moi R- dong ciu : X M sao
cho im() 14 téi tiéu, ton tai mot R- dong cau
: N M sao cho x = . Ching ta cling goi mdt
vanh R 1a s-ndi xa phai néu Rg 1a s-R—noi
xa. Piéu nay ciing tuong duong véi néu |
la mot idéan phai cia R va : | R 1a mot R-
ddng cdu voi anh don, thi = c. 1a phép
nhan tri boi moét phan tir ¢ R nao do.

RG rang, ching ta cling c6 ndi xa = S-
ndi xa = ndi xa tdi tiéu. Chiéu nguoc lai
n6i chung khéng dung, chéng han, c6 thé
lay vanh Z cac s6 nguyén thi n chinh la
vanh giao hodn, Note, s-ndi xa nhung
khong 13 ndi xa. P61 v6i vanh nira nguyén
s0, thi hai khai niém ty ndi xa phai va s-ndi
xa phai 1a nhu nhau. Riéng ddi véi hai 16p
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vanh s-ndi xa va ndi xa chinh, cling da co

vi du ching t6 rﬁng mot vanh ndi xa chinh

nhung khong s-ndi xa.

Vidu 2.1.

(1) Cho R = Z 14 vanh cac sb nguyén, thi R

la ndi xa bé nhung khong phai ty ndi xa.

@ cror={(" Y)inezxez,]
0 n

(xem [YZ], Example 1.6), thi R 1a mdt vanh

giao hoan va J = S, :{(g E) |x e Zg} .

Vi vdy, R 1a ndi xa bé, nhung R khong la

ndi xa.

Trude hét ching ta c6 két qua sau:
Ménh dé 2.2. Cho R la mét vanh néi xa bé
phdi véi dé phai cot yéu. Néu véi moi day
Vo han ay, @,, ... trong R, day r(a) <r(aay)
< ... déu ding, thi R la vanh PF phdi.
Chirng minh. Theo [TQ1, Lemma 2.2], R la
vanh ntra hoan chinh va tor d6 tu ndi xa
phai. Theo Dinh 1y 1.1, R 1a vanh PF phai.

Lién quan dén 16p nodi xa bé, chung ta
xét dén 16p vanh sau:

Cho R-mddun N, ta ky hiéu N™ cho tap
tat ca cac ma tran m n hé sb trong N, con
Nn:Nl n, Nn:Nn 1.

Pinh nghia 2.3. Mt R-mdédun phai M
duge goi 1a (m, n)-ndi xa bé, néu voi moi
R-ddng ciu tir mot modun con n-sinh cta
J" (hay Jn) dén M (trong d6 J 1a cin
Jacobson cua vanh R) c6 thé mé rong dén
dong cau tir R™ (hay Rp) dén M. Mot vanh
duogc goi 1a (m, n)-ndi xa bé phai, néu Ry 14
(m, n)-ndi xa bé.

Vidu 2.4.

(1) Cho R = Z 1a vanh céc s6 nguyén, thi Rg
& (m, n)-ndi xa bé nhung khong phai (m,
n)-noi xa.

n X
@ cho R={(§ »)nezxer,}
Thi R 1a mét vanh giao hodn va J = S; =

(C H)ix ez} vivay ria -
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ndi xa bé, vdi moi m va n, nhung R khong
1a (1, 1)-ndi xa.

(3) Cho R = F[Xy, Xy, ...., xn], trong d6 F la
mot trudng va X; 13 cac bién giao hoan thoa
quan hé xi3 = 0 v6i moi i, XiX; = 0, voi moi
[ £, vax;-2 = xf,
vanh giao hoan, FP-n6i xa, dia phuong.
Vanh nay la (1, n)-ndi xa, nhung R khong
la tu ndi xa. Vi vay, R la (m, n)-ndi xa vaoi
moi m, n, nhung R khong 1a ni xa bé.

véimoi i, j. Lic d6 R la

Dic trung cua vanh nay thé hién qua:
Ménh dé 2.5. Cdc diéu kién sau la twong
dwong doi véi vanh R da cho:

(1) R 1a (m, n)-ndi xa bé phdi,

(2) Néu I la mét médun con bé va m-
sinh cia mot R-moédun xa anh n-sinh P, thi
| = lprp«(1), trong do P" chinh la médun déi
ngau ciia P.

Chirng minh. Xem [Q, Proposition 2.10].
Ta suy ra ngay két qua sau:

Ménh dé 2.6. Cdc diéu kién sau la twong

dwong doi véi vanh R la nira chinh quy da

cho:

(1) R 1& (m, n)-ngi xa bé phdi,

(2) R 1a (m, n)-ndi xa phai.

Ngoai ra, ta cling co:

Ménh dé 2.7. Cdc diéu kién sau la twong
dwong doi véi vanh R da cho:

(1) R 1a (m, n)-ngi xa bé phdi, vdoi moi
m, n N,

(2) R™ " 1a (1, 1)-ngi xa bé phdi, véi moi
n N.

Chitng minh. Xem [Q, Theorem 2.14].

Tir d6, ta c6 két qua sau néu 1én dic
trung ctia vanh nira hoan chinh véi dé cot
yéu thoa diéu kién (m, n)-ndi xa bé.

Pinh ly 2.8. Cho R la vanh nita hoan chinh
,(M, N)-ndi xa bé voi dé phai cot yéu. Luc do:

(1) R la vanh gia Frobenius mo rong
phai (GPF); nghia la vanh nia hoan chinh,
P-ndi xa phdi va dé phai cot yéu,

(2) R la vanh SGPE phai, nghia la vanh
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nita hoan chinh, GP-ndi xa phdi va dé phai
cot yéu,
(3) R la Kasch phai va trdi,
(4) Soc(Rr) = Soc(rR) = S la cot yéu
trong cd RrVa rR,
(5) R la hitu han doi sinh tréi,
®)I(S)=J=r(S)valQ)=S=r@),
(7) 3 = Z(Re) = Z(rR), o
(8) Soc(Re) = Se la don va cot yéu trong
Re véi moi lity dang dia phirong, € R,
(9) Soc(Re) la thudn nhdt va cét yéu
trong eR véi moi lity dang dia phiong, e R,
(10) Cdac danh xa K r(K)yva T ~ I(T) la
cdc dang cau dan ngwoc nhau gitta cdc
idéan trai don K va cac idéan phai cuc dai T,
(11) Néu {ey, €, ..., en} la tdp co s6 cdc
liiy dang dia phwong thi ton tai cdc phan
1 kq, Ko,
{e1, €5, ..., ey} sao cho cac diéu sau dung
voimoii=1,2, ..., n:
(a) kiR <eR va Rk; <Re;
(b) kiR eiR / eiJ va Rki Re; / J&i,
(©) {kiR, ..., kaR} va {Rky, ..., Rkn} 12
tdp hoan toan cdc dai dién phan biét cua

ey kn trong R va mot hoan vi cua

cac R-modun phai va trdi don, twong vng,

(d) Soc(Rej)) = Rkj = Sej Re; / Jgj la
don va cot yéu trong Re;j véi moi i,

(e) Soc(eiR) # 0 la thudn nhdt va cot
yéu trong eiR véi moi médun con don ding
cau véi eR | ed.

Chitng minh.

(1) Theo Ménh @ 2.7, R™ " 1a (1, 1) - noi
xa bé phai, vdi moi n N, dac biét véin = 1,
ta co R 1a (1, 1)-ndi xa bé phai vi R* * R.
Do R 1a vanh ntra hoan chinh nén n6 1a nura
chinh quy. Theo ménh d& 2.6, ta c6 ngay R
la (1, 1)-ndi xa phai. T do, ta suy ra ngay
R 1a P-ndi xa phai. Vay ta c6 ngay (1).

(2) Do vanh P-ndi xa phai la GP-ndi xa
phai nén ta c6 ngay (2).

(3)-(11): Suy ra ngay tur (1), (2) va [TT,
Proposition 2.2]. .

Bo de 2.9. Cac diéu kién sau la tuwong
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dwong doi véi vanh Artin phdi R @3 cho:

(1) R la vanh QF,

(2) R thoa:

(@) R la vanh QF-2,

(b) Soc(Rg) < Soc(rR).

(3) R thoa:

(@) Soc(eR) la cac idéan phdi don va
Soc(Re) la cac idéan trai don voi moi lity
ding e R,

(b) Soc(Rg) < Soc(rR).

Chitng minh. Xem [TT, Lemma 2.3].
Pinh 1y 2.10. Cdc diéu kién sau la twong
dwong doi véi vanh R da cho:
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(1) R la vanh QF,

(2) R la vanh nita hoan chinh, (m, n)-
néi xa bé véi dé phadi cot yéu théa diéu kién
day tang doi véi cdc linh héa tir phdi.
Chitng minh. (1) = (2) 1a dé dang.

(2) = (1). Theo Pinh 1y 2.8, R la
vanh GP-ndi xa phai thoa diéu kién diy
tang d6i voi linh hoa tir phai nén R 12 vanh
Artin tréi. Vi R 1a vanh SGPE phai nén theo
binh 1y 2.8, Soc(Rg) = Soc(rRR) = S va
Soc(Re), Soc(eR) 1a don véi moi lity ding
dia phuong e R. Theo B dé 2.9, R 1a vanh
QFQ
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Abstract

On semiperfect rings with essential socle satisfying some
conditions on small injectivity
A ring R is called right pseudo-Frobenius (briefly, PF) if R is a right self-injective,

semiperfect ring with right essential socle. In this paper, we will present some properties of
the semiperfect rings with essential socle satifying some conditions on small injectivity.

Key words: semiperfect, injective, small injective, (m, n)-small injective



