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Tóm�tắt

Trong�bài�báo�này,�chúng�tôi�nghiên�cứu�bất�đẳng�thức�tích�chập�suy�rộng�liên�quan�đến�phép�biến�đổi�Fourier�
cosine�và�phép�biến�đổi�Laplace�với�hàm�trọng,�đẳng�thức�nhân�tử�hóa�có�chứa�hai�phép�biến�đổi�tích�phân�khác�
nhau.�Thiết�lập�được�các�đẳng�thức�nhân�tử�hóa,�đẳng�thức�kiểu�Parseval�và��đánh�giá�chuẩn�tích�chập�của�phép�
biến�đổi�Fourier�cosine�và�Laplace�với�hàm�trọng,�sử�dụng�trong�đánh�giá�nghiệm�của�phương�trình�vi�-�tích�phân�
trong�bài�toán�phân�giải�tín�hiệu�xử�lý�thông�tin.

Từ�khóa:�Biến�đổi�Fourier;�biến�đổi�Laplace;�đẳng�thức�Parseval;�tích�chập�suy�rộng.

�EVWUDFW�

In�this�paper,�we�research�generalized�convolution�inequalities�related�to�the�Fourier�cosine�transform�and�the�
Laplace� transform�with� a�weight� function,� the� factorization�equality� contains� two�different� integral� transforms.�
Establish�the�factorization�equalitys,�Parseval�type�equalitys�and�convolution�standard�evaluation�of�the�Fourier�
cosine� transforms� and� Laplace� with� a� weight� function,� used� in� evaluating� solutions� of� differential� -� integral�
equations�in�solving�problems�information�handling.

Keywords:�)RXULHU�WUD�VIRUP��/DSODFH�WUD�VIRUP��3DUVH�DO�HTXDOLW���JH�HUDOL�H��FR��ROXWLR�������

1.�ĐẶT�VẤN�ĐỀ

Năm�1951,�Sneddon�I.N.�xây�dựng�được�một�tích�chập�
mà� trong� đẳng� thức� nhân� tử� hóa� có� chứa� hai� phép�
biến�đổi�tích�phân�khác�nhau�tham�gia.�Đó�là�tích�chập�
suy�rộng�đối�với�hai�phép�biến�đổi�Fourier�cosine�và�
Laplace.�Các�phép�biến�đổi� tích�phân� kiểu� tích� chập�
suy�rộng�Fourier�cosine�và�Laplace�với�hàm�trọng�vẫn�
chưa� được� nghiên� cứu� nhiều.� Việc� nghiên� cứu� các�
tích�chập�với�hàm�trọng�đã�mở�ra�triển�vọng�phát�triển�
thêm�hướng�nghiên�cứu�về� lý� thuyết� tích�chập.�Năm�
1967�Kakichev�V.A.� đưa� ra�định� nghĩa� tích� chập� với�
hàm�trọng�của�hai�hàm�đối�với�một�phép�biến�đổi�tích�
phân�dựa� trên� đẳng� thức�nhân� tử� hóa.� Với� kỹ� thuật�
đó�mà�nhiều�tích�chập�có�hàm�trọng�được�tìm�ra,�tiêu�
biểu�tích�chập�với�hàm�trọng�g(�)�=�sin��.�Việc�nghiên�
cứu�các�tích�chập�và�các�phép�biến�đổi�tích�phân�có�
ý�nghĩa�quan�trọng� trong�nhiều� lĩnh�vực�khoa�học�và�
kỹ� thuật.� Nhờ� đó,� các� phép� toán�Giải� tích� phức� tạp�
được�đơn�giản�hóa�thành�phép�tính�Đại�số.�Vì�vậy,�nó�
đặc�biệt�hữu� ích� trong�việc�giải�các� bài� toán� trong� lý�
thuyết�mạch,�bài�toán�xử�lý�hình�ảnh�và�xử�lý�tín�hiệu��
truyền�thông.

Người�phản�biện:�1.�PGS.TS.�Khuất�Văn�Ninh

�����������������������������2.�TS.�Nguyễn�Viết�Tuân

Trong�bài�báo�này,�chúng�tôi�xây�dựng�một�số�tích�chập�
suy�rộng�liên�quan�đến�phép�biến�đổi�tích�phân�Fourier�
cosine�và�Laplace�với�hàm�trọng.�Nghiên�cứu�các�tính�
chất�toán�tử�của�các�tích�chập�suy�rộng�với�hàm�trọng,�
sử�dụng�để�đánh�giá�nghiệm�của�phương�trình�vi-tích�
phân�trong�bài�toán�phân�giải�tín�hiệu�xử�lý�thông�tin.�

2.�TÍCH�CHẬP�SUY�RỘNG

Trong�bài�báo�này,�chúng�tôi�sử�dụng�các�không�gian�
hàm�sau�đây:

Cho�
�
là�không�gian�các�hàm�số� I �

xác�định�trên� +¡ �sao�cho.

Trong�đó,�chuẩn�của�hàm� I �được�ký�hiệu�và�xác�định�bởi

Cho� �là�không�gian�các�hàm�

số� I �xác�định�trên� +¡ �sao�cho:
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trong�đó�chuẩn�của�hàm� I �được�ký�hiệu�và�xác�định�bởi

Đặc�biệt,�khi�
�
thì� ta�nhận�được�không�

gian�hàm�hai�tham�số� �và�ký�hiệu�

Cho�
�
là�không�gian�các�hàm�số� I �xác�định�

trên� +¡ �sao�cho:

Trong�đó�chuẩn�của�hàm� I �được�ký�hiệu�và�xác�định�bởi

Cho�
�
là�không�gian�các�hàm�số�liên�tục�trên�

+¡ �và�triệt�tiêu�ở�∞.

�
�
là�phép�biến�đổi�Laplace�

F�
�
là�phép�biến�đổi�Fourier�cosine�

Sau�đây,� ta�đưa� ra�khái�niệm� tích�chập�của�hai�hàm�
khả�tích�trên�¡ nhằm�xác�định�quy�tắc�lấy�tích�chập�
giữa�chúng.�

Định�nghĩa�1�([1]).�Cho� �I � �là�các�hàm�khả�tích�địa�

phương�trên� .¡.�1ếu�tích�phân�
�
xác�

định�với�hầu�hết� �(nghĩa�là�tập�các�giá�trị� �
để�tích�phân�trên�không�tồn�tại�là�tập�có�độ�đo�không)�

và� hàm� khả� tích� địa� phương� trên� ¡ � biến� � � thành�
�được�gọi� là� tích�chập�của�hàm� I �

và�hàm� � ,�ký�hiệu�là� .�Như�vậy:����

Ta�gọi� �là�tích�chập�của�hàm� I �và� � .

Tiếp�theo,�ta�đưa�ra�khái�niệm�tích�chập�suy�rộng�với�
hai�phép�biến�đổi�tích�phân�Fourier�cosine�và�Laplace.

Định�nghĩa�2�([2]).�Tích�chập�suy�rộng�của�hai�hàm� I �
và�� �đối�với�hai�phép�biến�đổi�tích�phân�Fourier�cosine�
và�Laplace�được�định�nghĩa�như�sau:

(1)

trong�đó

(2)

Ta�gọi� F� � là�không�gian�ảnh�của� � thông�qua�

phép�biến�đổi�FourLer�cosine� .F� �
Với�chuẩn

thì�không�gian�đó�là�một�đại�số�Bannach,�nghĩa�là�nếu�

�thì

và�thỏa�mãn�

Tiếp�theo,�ta�đưa�ra�khái�niệm�phép�biến�đổi�tích�phân�
liên� quan� đến� tích� chập� suy� rộng� Fourier� cosine� -�
Laplace�xác�định�bởi�(1).

Định�nghĩa�3�([6]).�Phép�biến�đổi�tích�phân�kiểu�tích�
chập�suy�rộng�Fourier�cosine�-�Laplace� �7 .�Phép�biến�
đổi�tích�phân�được�xác�định�có�dạng�như�sau:

(3)

Trong�đó� � �là�nhân�của�phép�biến�đổi.

Tiếp�theo,�ta�đưa�ra�khái�niệm�các�tích�chập�suy�rộng�
với�hàm�trọng� ( ) siny yg = - ��và� ( ) sinyy e ygg -= - �

�
đối�

với�phép�biến�đổi�tích�phân�Fourier�cosine�-�Laplace.

Định�nghĩa�4�([7]).�Tích�chập�suy�rộng�với�hàm�trọng�

( ) siny yg = - �� của� hai� hàm� ( )f x �� và� ( )k x � đối� với�

phép�biến�đổi�tích�phân�Fourier�cosine�-�Laplace�được�
định�nghĩa�như�sau:

( ) ( )

( ) ( ) ( )

20 0

2

1
* 1, ,

2

1, , , 4

f k x x u v

x u v f u k v dudv

g

q
p

q

¥ ¥æ ö
é= - -ç ÷ ë

è ø

ù+ û

ò ò
(4)

Với� ( )2 , ,x u vq ��được�xác�định�bởi�(2).

Định�nghĩa�5�([7]).�Tích�chập�suy�rộng�với�hàm�trọng�

( ) sinyy e ygg -= - �� ( 0)g > � � của� hai� hàm� ( )f x � và�

( )k x ��đối�với�phép�biến�đổi�tích�phân�Fourier�cosine�
-�Laplace�được�định�nghĩa�như�sau:

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

20 0

2

1
* 1, ,

2

1, , , 5

f k x x u v

x u v f u k v dudv

g

q g
p

q g

¥ ¥æ ö
é= - + -ç ÷ ë

è ø

ù+ + û

ò ò
� (5)

Với� ( )2 , ,x u vq ��được�xác�định�bởi�(2).

Định�lý�sau�đây�cho�ta�đánh�giá�chuẩn�của�tích�chập�
Fourier�trong�không�gian�hàm�

Định� lý�1�([3]).�Cho�hàm� ��
�

trong� đó�

�

Thì� tích� chập�

��ở�đây� �Đồng� thời,� ta�

có�đánh�giá.����������������������������������������������������������
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(6)

Định�lý�sau�đây�cho�ta�sự�tồn�tại�đẳng�thức�nhân�tử�hóa�

của�tích�chập�trong�không�gian� .��

Định�lý�2�([1]).�Giả�sử�các�hàm� ( )f x ��và� ( )k x ��thuộc�

không�gian� .�K�i�đó,�ta�có�
�
và�

thỏa�mãn�đẳng�thức�kiểu�Parseval.

(7)

Hơn�nữa,�ta�cũng�nhận�được�đẳng�thức�nhân�tử�hóa

(8)

Để�nghiên�cứu�tích�chập� �trong�một�số�không�

gian�hàm�cụ�thể�ta�xét�các�định�lý�sau.��

Định� lý� 3� ([1]).� Giả� sử�
�
và�

.� Khi� đó,� tích� chập� suy� rộng�

�thuộc�
�
thỏa�mãn�đẳng�thức�kiểu�

�arseval.

(9)

và�đẳng�thức�nhân�tử�hóa�sau:

Định� lý� 4� ([1]).�Giả� sử� ( )f x �� và� ( )k x �� là� hai� hàm�

thuộc�không�gian� .�Khi�đó,�tích�chập�suy�rộng�

� thuộc� không� gian� � và� ta� có� bất�

đẳng�thức�chuẩn.

(11)

Hơn�nữa,�tích�chập�suy� rộng� cũng�thuộc�

,�thỏa�mãn�đẳng�thức�nhân�tử�hóa.�

(12)

và�đẳng�thức�kiểu�Parseval.

(13)

Định�lý�5�([5]).��Giả�sử�rằng��S�>�1,���≥�1,�0�<�b�≤�1,�các�

�àm� �và� .�Khi�đó�tích�

c�ập�suy�rộng� �tồn�tại,�liên�tục�và�bị�chặn�

trong� .�Hơn�nữa,�tích�chập�này�thỏa�mãn�bất�

đẳng�thức�chuẩn.

(14)

Ở�đó� �với� � là�hàm�

Gamma.

Ngoài� ra,� nếu�
�
thì� tích�

chập�suy�rộng� �thuộc� ,�thỏa�mãn�

(12)�và�(13).

Định�lý�6�([5]).��Cho�a�>�-1,0�<�b�≤�1,�S�>�1,�T�>�1,���≥�1�

thỏa� mãn� .� Khi� đó,� nếu� các� hàm�

�
và� � thì� tích�

chập� � tồn� tại,� liên� tục� và� bị� chặn� trong�

.�Hơn�nữa,�ta�có�bất�đẳng�thức�chuẩn.

(15)

Trong�đó� .

Ngoài� ra,� nếu�
�
và�

� thì� tích� chập�

� cũng� thuộc�
�
thỏa� mãn� đẳng�

thức�nhân�tử�hóa�(12)�và�đẳng�thức�kiểu�Parseval�(13).

Định� lý�7� ([2]).�Giả�sử�các�hàm� �và�

.�Khi�đó�tích�chập� �tồn�tại,�

thuộc�

�và�ta�có�bất�đẳng�thức�chuẩn.

(16)
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Định�lý�8�([4])�(Ðịnh�lý�Young)��Giả�sử� , , 1S T � > �thỏa�

mãn�điều�kiện�

�

và�

.�Khi�đó,�ta�có�đánh�giá.

(17)

Nếu� các� hàm� ( )f x �� và� ( )k x �� thuộc� không� gian�

� thì� tích� chập� � tồn� tại,� thuộc�

� và� ta� có� bất� đẳng�

thức�chuẩn.

(18)

Một�hệ�quả�quan�trọng�nhận�được�từ�định�lý�này�là�bất�
đẳng�thức�Young�đối�với�tích�chập�Fourier.�Tuy�nhiên,�
như�ta�đã�biết�các�bất�đẳng�thức�không�còn�đúng�trong�

trường�hợp� .�Saitoh�đã�khắc�phục�hạn�

chế�đó�bằng�cách�xét�không�gian�hàm� �và�

nhận�được�bất�đẳng�thức�đối�với�tích�chập�Fourier�cho�
bởi�định�lý�sau.

Định�lý���([6]).�Với�các�hàm�không�triệt�tiêu� �

ta�có�bất�đẳng�thức�trong�không�gian� �

đối�với�tích�chập�Fourier.

(19)

thỏa�mãn�với�mọi� .

Trong�các�bài�toán�ứng�dụng,�ta�thường�xét�trường�hợp�

�trong�đó� �là�hàm�

Green�nào�đó.�Khi�đó,�nếu� �

và� �bất�đẳng�thức�(19)�trở�thành.

(20)

và� �dựa�vào�thông�số�hàm�

đầu�vào�� �trong�các�bài�toán�ứng�dụng.�

3.� TÍCH� CHẬP� SUY� RỘNG� FOURIER� COSINE� -�

LAPLACE�VỚI�HÀM�TRỌNG

Ta�chứng�minh�sự�tồn�tại�của�tích�chập�suy�rộng�liên�
quan�đến�phép�biến�đổi�Fourier�cosine� -�Laplace�với�
hàm� trọng� và� đánh� giá� bất� đẳng� thức� chuẩn� trong�

không�gian�
�
và� �qua�định�lý�sau.

Định� lý�10.�Cho�
1 1 1

, , 1, 2S T �
S T �

> + + = �và�giả�sử�

.
�
Khi� đó,� tích�

chập�suy�rộng� �thỏa�mãn.

(21)

Chứng�minh.�Trước�hết,�ta�có�đánh�giá:

(22)

Giả� sử� 1 1 1� �S T � � tương�ứng� là� các� liên� hợp�mũ� của�
� �S T � ,�nghĩa�là:

Khi�đó�
1 1 1

1 1 1
1

S T �
+ + = .�Đặt

Ta�có:

(23)

Mặt�khác,�sử�dụng�(5)�ta�thu�được.

(24)
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(25)

Sử�dụng�đánh�giá�(22),�ta�có:

Từ�(23),�(24)�và�(25),�ta�nhận�được.

(26)

Từ�(23)�và�(26)�và�sử�dụng�bất�đẳng�thức�Hölder�cho�
ba�hàm,�ta�có:

Định�lý�đã�được�chứng�minh.

Hệ�quả�1.�Giả�sử�a�>�-1,0�<�b�≤�1,�S�>�1,�T�>�1,���≥�1
�
thỏa�

mãn� .�Nếu� �

�
thì�tích�chập�suy�rộng�

�
tồn�tại,�

liên� tục,� bị� chặn� trong� không� gian� � và� có�

đánh�giá�chuẩn.

(27)

Với� �là��hàm�Gamma.�Hơn�nữa,�nếu�giả�thiết:

Trong�đó� �thêm�các�hàm

�và�
�

thì�tích�chập�suy�rộng� thỏa�mãn�

đẳng�thức�nhân�tử�hóa�(7).���

4.�KẾT�LUẬN

Bài�báo�trình�bày�sự�tồn�tại�một�số�tích�chập�suy�rộng�
liên�quan�đến�phép�biến�đổi�tích�phân�Fourier�cosine�-�
Laplace�với�hàm�trọng.�Đưa�ra�các�tính�chất�toán�tử�của�
các�tích�chập�suy�rộng�trong�một�số�không�gian�hàm�
cụ�thể.�Ngoài�ra�còn�thiết�lập�và�chứng�minh�bất�đẳng�

thức�chuẩn�trong�không�gian�
�
và� �

đối�với�các�tích�chập�tương�ứng.�Tuy�nhiên,�do�khuôn�
khổ�bài�báo,�chúng�tôi�không�đề�cập�ở�đây.�
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