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Tóm�tắt
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Abstract

In�this�article,�we� focus�on�researching�the�Green’s� function�method� for�differential�equations,� the�method�for�
𿿿nding�the�Green’s�function�for�heat�equations�in�the�form�of�the�Sturm-Liouville�problem�with�changes�in�boundary�
conditions�and�initial�conditions�by�the�Fourier-Laplace�transform.

Keywords:�Dirac�Delta�function;�Sturm-Liouville�problem;�the�Fourier-Laplace�transform;�Green�function;�heat�
equation.

1.�ĐẶT�VẤN�ĐỀ

Hàm�Green�đã�được�nhà�toán�học�người�Anh�Goerge�
Green�xây�dựng�năm�1828.�Sau�đó�Hàm�Green�(HG)�
được�ứng�dụng�trong�các�bài�toán�điện�từ,�nhiệt�học�và�
trở�thành�một�công�cụ�công�cụ�toán�học�đắc�lực�và�phổ�
biến�để�giải�các�phương�trình�vi�phân�không�thuần�nhất�
trong�Toán�học�cũng�như�trong�Vật�lý.

Khi�áp�dụng�phương�pháp�Hàm�Green�để�giải�phương�
trình�vi�phân�Lu(x)�=�f(x)�trên�miền�Ω�trong�đó�/�là�toán�
tử�vi�phân,�ta�sẽ�nhân�thêm�hàm�G(x,�x’)�vào�hai�vế,�
sau�đó� lấy�tích�phân� theo�biến�x� trên�Ω.�Kết�hợp�với�
các�điều�kiện�biên�và�điều�kiện�ban�đầu�của�bài�toán�
phương� trình� vi� phân� ta� sẽ� tìm� được� hàm�G(x,� x’).�
Hàm�G(x,�x’)�được�gọi�là�hàm�Green.�Sử�dụng�các�tính�
chất�của�hàm�Dirac,�ta�sẽ�biểu�diễn�được�nghiệm�của�
phương�trình�vi�phân�ban�đầu�qua�hàm�Green.�

Vấn�đề�là�làm�thế�nào�để�chỉ�ra�được�hàm�Green�phù�
hợp� với� các� điều� kiện� của� bài� toán.�Trong� quá� trình�
phát�triển,�các�nhà�toán�học�đã�xây�dựng�nhiều�phương�
pháp�để�tìm�hàm�Green�như:�Phương�pháp�tách�biến,�
dùng�tính�chất�hàm�Dirac;�Phương�pháp�hàm�riêng,�trị�
riêng;�Phương�pháp�biến�đổi�Fourier,�Laplace…

Trong� bài� báo� này,� chúng� tôi� tập� trung� nghiên� cứu�
phương� pháp� tìm� hàm� Green� cho� phương� trình� vi�
phân�dạng�Sturm-Liouville,�đưa�ra�một�số�kết�quả�tìm�
hàm�Green�cho�phương�trình�vi�phân�truyền�nhiệt�bằng�
phương�pháp�kết�hợp�phép�biến�đổi�Fourier�-�Laplace.

2.�MỘT�SỐ�KẾT�QUẢ�CHUẨN�BỊ

Trong�bài�viết�này,�chúng�tôi�sử�dụng�một�số�kết�quả�
cơ�bản�sau�đây:

Định�nghĩa�1�([1]).�Hàm�Delta�Dirac�được�xác�định�bởi:�

sao�cho�tích�phân�của�d(x�-�z)�được�chuẩn�hóa�thành�
đơn�vị,�tức�là:

Định�lí�1�([1]).�Tính�chất�của�hàm�Delta�Dirac:

i).�Tính�đối�xứng:�

ii).�Tính�tỉ�lệ:�

iii).�Người�phản�biện:�1.�PGS.TS.�Khuất�Văn�Ninh
�����������������������������2.�TS.�Nguyễn�Viết�Tuân
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Bài�toán�Sturm-Liouville�([1],�[2])

Xét�phương�trình�vi�phân�tuyến�tính�cấp�hai:

�(1)

trong�đó:�
l�là�một�tham�số�được�xác�định�bởi�các�điều�kiện�biên;�

A(x)�là�hàm�liên�tục�dương.�

Khi� chia�hai� vế� cho�A(x)� thì� (1)� có� thể� được� viết� lại�
thành:

�(2)

với

Ta�xét�thừa�số�tích�phân�

Nhân�phương�trình�(2)�với�p(x)�ta�có:

(3)

Từ

Suy�ra:

��������������������������������

Khi�đó,�phương�trình�(3)�có�thể�viết�lại�là:

(4)

trong�đó:�

q(x)�=�p(x)c(x),�r(x)�=�p(x)d(x).

Phương� trình� (4)� được� gọi� là� phương� trình� Sturm-
Liouville.�

Bài�toán�Sturm-Liouville�chính�quy�([1],�[2])

Trong�trường�hợp�p(a)�≠�0,�p(b)�≠�0�và�p(x),�q(x),�r(x)�
là�các�hàm�liên�tục�thì�phương�trình�Sturm-Liouville�(4)�
được�viết�dưới�dạng:

������������������

trong�đó:

(5)

Nếu�phương�trình�trên�được�kết�hợp�với�các�điều�kiện�
biên:�

(6)

với�

thì�phương�trình�(4)�và�các�điều�kiện�biên�(6)�được�gọi�
là�Bài�toán�Sturm-Liouville�chính�quy�(RSLP).�

Bài�toán�Sturm-Liouville�suy�biến�([1],�[2])

;ét�phương�trình:�

��������������

Với�L�được�xác�định�bởi�phương�trình�(5),�p(x)�là�trơn�
và�r(x)�là�dương,�thì�bài�toán�Sturm-Liouville�được�gọi�
là�suy�biến�nếu�một�trong�các�điều�kiện�sau�xảy�ra:

i)�p(a)�=�0�hoặc�p(b)�=�0;�

ii)�Khoảng�(a,�b)�là�vô�hạn.

Hàm�riêng�và�giá�trị�riêng�Sturm-Liouville�([2])

Định�nghĩa�2.�Giá� trị� riêng� của�phương� trình�Sturm-
Liouville�có�thể�được�biểu�thị�như�sau:

�������

Các� nghiệm� không� tầm� thường� thỏa� mãn� điều� kiện�
biên�(6)�được�gọi�là�hàm�giá�trị�riêng.�

Định�lí����Nếu�phương�trình�toán�tử�Sturm-Liouville�có:

i)�p(x),� p’(x),� q(x),� r(x)� là� các� hàm� liên� tục� trên�đoạn��
[a;�b];

ii)�p(x)�>�0,�r(x)�>�0.

thì� các� giá� trị� riêng� của� bài� toán� Sturm-Liouville� tạo�
thành�dãy�tăng�l��<�l2�<...<�ln-1<�lQ<...�và�có�

Nếu�có� thêm�p(x)�≥�0� thì� tất� cả�các� giá� trị� riêng�đều�
không�âm.

Định�lí�3.�Giả�sử�các�hàm�p(x),�q(x),�r(x)�trong�bài�toán�
Sturm-Liouville�thoả�mãn�Định�lí�2�và��y1(x),�yj(x)�là�các�
hàm�riêng� tương�ứng�với�các�giá� trị� riêng�khác�nhau��
lL�≠�lj.�Khi�đó�ta�có:�

Định� nghĩa� ��� Cho� các� hàm� riêng� y�,y2,y3...� của�
bài� toán� Sturm−Lioville� chính� quy� trên� đoạn� [a;� b]�
và� f(x)� trơn� từng�khúc� trên� đoạn� [a;�b].� Khi� đó� chuỗi�

hàm� riêng� � Qếu� f(x)� liên� tục� và�

� khi� f(x)� không� liên� tục�

tại�x,�trong�đó:

��

Định�nghĩa�4�([2]).�Giả�sử�x(t)� là�hàm�biến� thực�xác�
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định�với�mọi� t�>� 0.�Biến�đổi� Lapace�của� hàm�số� x(t)�
được�định�nghĩa�và�kí�hiệu�là:

trong�đó:�

x(t)�được�gọi�là�hàm�gốc;�

x(s)�được�gọi�là�hàm�ảnh.

Cho� hàm� x(s),� nếu� tồn� tại� hàm� x(t)� thỏa� mãn�
� thì�x(t)� là�biến�đổi� ngược�của�x(s),�kí�

hiệu�x(t)�=�L-1�(x(s)).

Định�nghĩa�5�([2]).�Phép�biến�đổi�Fourier�của�hàm�biến�
thực�x(t)�được�định�nghĩa�bởi:�

và�phép�biến�đổi�ngược�của�x(w)�là�

3.�NỘI�DUNG�CHÍNH

3.1.�Phương�pháp�hàm�Green�cho�phương�trình�vi�
phân�

Nội�dung�phương�pháp�Green� là�không�giải�trực� tiếp�
phương�trình�vi�phân�mà�tìm�hàm�Green�thông�qua�một�
phương� trình�khác,�rồi�biểu�diễn�nghiệm�cần� tìm�qua�
hàm�Green.�
Giả�sử�cần�giải�phương�trình�vi�phân:

Lu(x)�=�f(x) �(7)
trên�miền�Ω,�với�/�là�một�toán�tử�vi�phân.

Nhân� thêm�hàm�G(x,� x’)� vào� hai� vế,� sau�đó� lấy� tích�
phân� theo� biến� x� trên�Ω� � tức� là� đang� thực� hiện� tích�

trong� �của�hai�vế�phương�trình�

(7)�với�hàm�G(x,�x’)�theo�biến�x�ta�được:

�(8)

Với�L+�là�toán�tử�liên�hợp�của�L�thì�vế�trái�của�(8)�có�thể�
được�viết�lại�như�sau:

số�hạng�biên

hoặc

�(9)

Bây�giờ�chọn�hàm�G(x,�x’)�thỏa�mãn:�

�(10)

và�với�điều�kiện�biên�được�lựa�chọn�thích�hợp�để�khử�
đi�tất�cả�các�thành�phần�chưa�biết�trong�số�hạng�biên.�
Hàm�G(x,�x’)�gọi�là�hàm�Green.

Thay�(10)�vào�(9)�và�sử�dụng�tính�chất�của�hàm�Dirac�
ta�có:

số�hạng�biên�đã�biết.

Với� f(x)�biết�trước�và�số�hạng�biên�đã�biết,�khi�đã�tìm�
được�hàm�Green�thì�sẽ�tìm�được�nghiệm�u(x)�cần�tìm�
theo�công�thức:

số�hạng�biên�đã�biết.

Ý�nghĩa�vật�lý�của�hàm�Green:�Nếu�phương�trình�vi�
phân�tuyến�tính�(7)�mô�tả�hệ�vật�lý�tuyến�tính�thì�nghiệm�
u(x)�biểu�diễn�sự�phản�hồi�tuyến�tính�với�sự�kích�thích�
của�lực�ngoài� f(x).�Khi�đó�hàm�Green�biểu�diễn�phản�
ứng�của�hệ�vật� lý�đối�với�“lực”�của�một�nguồn�đặt�tại�
điểm� x’.� Ta� cũng� có� thể� xem� hàm� Green� như� hàm�
chuyển�kích�thích�hoặc�như�hàm�tương�quan�giữa�kích�
thích�và�sự�phản�hồi�của�hệ.

Định�lí�4�([3]).�Nếu�toán�tử�L�là�toán�tử�Hermite�thì�hàm�
Green�có�tính�chất�đối�xứng.

Chứng�minh:�

Xét:

�(11)

(12)

Lấy�tích�trong�của�(11)�với�G(x,�x’’)�từ�bên�trái�và�tích�
trong�của�(12)�với�G(x,�x’)�từ�bên�phải�ta�có:�

Vì�L�là�toán�tử�Hermite�nên:

�
Từ�hai�phương�trình�trên�có�được

tức�là�

Đây�là�tính�đối�xứng�hay�còn�gọi�là�tính�chất�đảo�của�
hàm�Green.

Trong�phương�pháp�hàm�Green,� tùy� thuộc�vào�dạng�
của�phương�trình�vi�phân�mà�ta�sử�dụng�các�phương�
pháp�khác� nhau�để� tìm�hàm�Green.�Một� số� phương�
pháp�đã� được�sử�dụng� rộng� rãi� như:�Phương� pháp�
tách�biến,�dùng�tính�chất�hàm�Dirac;�Phương�pháp�hàm�
riêng,� giá� trị� riêng;� Phương� pháp� biến� đổi� Fourier…�
(Xem�[2],�[3],�[4],�[5]...).

Trong�bài�viết�này,�chúng�tôi�tập�trung�nghiên�cứu�tìm�
hàm�Green�cho�các�phương�trình�vi�phân�truyền�nhiệt,�
với�dạng�điều�kiên�biên�khác�nhau�bằng�phương�pháp�
kết�hợp�phép�biến�đổi�Fourier�-�Laplace.�

3.2.�Tìm�hàm�Green�cho�phương�trình�truyền�nhiệt�
bằng�phép�biến�đổi�Fourier�-�Laplace

a.�Phương�trình�nhiệt� trên�miền�vô�hạn�hoặc�bán�
vô�hạn

Xét�phương�trình�nhiệt�một�chiều:
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�(13)

với�các�điều�kiện�biên� �khi�� �và�điều�
kiện�ban�đầu.��

Đặt� � là�hàm�Green�cho�phương� trình�nhiệt�
một�chiều,�thì:

�(14)

với�điều�kiện�biên� �khi�� �và�điều�

kiện�ban�đầu� �

Vấn�đề�là�chỉ�ra�được�hàm� .�

Chúng�tôi�bắt�đầu�bằng�cách�lấy�phép�biến�đổi�Laplace�
của�biểu�thức�(14)�đối�với�t,�ta�có:�

Vậy

�(15)

Với� �là�ảnh�của�hàm� �qua�phép�
biến�đổi�Laplace.�

Tiếp� theo� lấy�biến�đổi�Fourier� của�biểu� thức� (15)�đối�
với�x�ta�có:

Ở� đây,� � là� hàm� ảnh� của� � qua�
phép�biến�đổi�Fourier.

Đặt� �ta�có:

�(16)

Để� tìm� � chúng� tôi� sử� dụng� tích� phân� suy�
rộng:

�����������

Biến�đổi�đẳng�thức�(16)�trong�miền�bao�bởi�một�đường�
khép�kín��chúng�tôi�đánh�giá�nó�bằng�định�lý�thặng�dư�
và�tìm�ra�rằng:�

Thay� �ta�có:

�(17)

Qua�phép�biến�đổi�Laplace�của�biểu�thức�(17)�ta�xác�
định�được�hàm�Green�có�dạng:

�(18)

Xét�một�trường�hợp�cụ�thể�khi�phương�trình�nhiệt�có�
dạng:

�(19)

Với� điều� kiện� biên� và� điều�

kiện�ban�đầu�u(x,0)�=�0.

Phương�pháp�giải,�ta�tìm�hàm�Green�thỏa�mãn:

�(20)

Theo�các�điều�kiện�biên� �

và�điều�kiện�ban�đầu� .

Từ� điều� kiện� biên� � suy� ra� rằng�
�là�hàm�Green�bằng�cách�đưa�vào�ảnh�gốc�

của� � và� giải� quyết� đẳng� thức� (14)� bởi� gốc�

Đẳng�thức�(18)�đưa�ra�lời�giải�cho�từng�hàm�Delta�và�
hàm�Green�với�đẳng�thức�(20)�có�thể�được�viết:

Suy�ra:

�����

Theo�cách�tương�tự,�nếu�điều�kiện�biên�tại�x�=�0,�thay�
�thì�đẳng�thức�(19)�và�(20)�trở�thành:
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Suy�ra

b.�Phương�trình�nhiệt�trong�miền�Descartes�hữu�hạn

Trong�phần�này,�chúng�tôi�tìm�hàm�Green�cho�phương�
trình�nhiệt�trong�miền�Descartes�hữu�hạn.�Các�nghiệm�
có�thể�được�viết�là�chuỗi�hàm�riêng�của�bài�toán�Sturm�
-�Liouville�chính�quy.

Ở�đây,�chúng�tôi�tìm�hàm�Green�cho�phương�trình�nhiệt�
một�chiều�trong�khoảng�thời�gian�0�<�x�<�L.

�(21)

trong�đó:�

a2�là�hằng�số�khuếch�tán.

Tìm� hàm� Green� cho� bài� toán� này,� ta� xét� bài� toán��
dưới�đây:

�(22)

Với�điều�kiện�biên:

�����������

�������

Và�điều�kiện�ban�đầu� �������������������

Chúng�tôi�bắt�đầu�bằng�việc�tìm�phép�biến�đổi�Laplace�
của�đẳng�thức�(22),�ta�được:

Với�

và�

Áp�dụng�kỹ�thuật�khai�triển�hàm�riêng�ta�có:

�(23)

Ở�đây:�

� là� hàm� riêng� trực� chuẩn� thứ� n� cho� bài� toán�
Sturm-Liouville�chính�quy.

�����������

Điều� kiện� biên� � và�
��

Qua�phép�biến�đổi�Laplace�ngược�của�đẳng�thức�(23),�
ta�có:

�(24)

c.�Phương�trình�nhiệt�trong�miền�hình�trụ

Trong�phần�này,�chúng�tôi�xét�bài�toán�tìm�nghiệm�của�
phương� trình�nhiệt� trong�hình� trụ�bằng�phương�pháp�
hàm�Green.

Xét�phương�trình:

�(25)

Với�các�điều�kiện�biên� �và�ban�đầu�
điều�kiện�U(r,0)�=�0.

Đặt� �là�hàm�Green,�khi�đó:

�(26)

Bây� giờ,� chúng� tôi� chứng� tỏ� � như�một� chuỗi�

Fourier�bằng�cách�xét�bài�toán�Sturm-Liouville�cơ�bản:

�(27)

Hàm�giá�trị�riêng�thỏa�mãn�đẳng�thức�(27)�là:

Với� điều� kiện� kQ� là� 0-� điểm� thứ� n� của�
do�đó�sự�khai�triển�

cho�hàm�Delta�theo�số�hạng� �là:

Ở�đây:�

Sử�dụng�điều�kiện�trực�giao:�
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�����

và�

Với�mối�quan�hệ�định�thức�Wronskian.

�

Ta�được:

�������

Với�điều�kiện�biên� �và�điều�

kiện�ban�đầu�

Chúng�tôi�bắt�đầu�bằng�cách�lấy�biến�đổi�Laplace�của�
đẳng�thức�(26),�thu�được:���
Vì�vậy:�

Qua�phép�biến�đổi�Laplace�ngược,�ta�được:

4.�KẾT�LUẬN

Bài�báo�đã� nghiên�cứu�về�phương�pháp�hàm�Green�
cho�phương�trình�vi�phân,�là�phương�pháp�tìm�nghiệm�
của�phương�trình�vi�phân�thông�qua�hàm�Green.

Với� các� điều� kiện� biên,� điều� kiện� ban� đầu� theo� bài�
toán� Sturm-Liouville,� bằng� phép� biến� đổi� Fourier� -�
Laplace�bài�báo�đã�chỉ�ra�phương�pháp�tìm�được�hàm�
Green�cho�phương�trình�nhiệt�trên�miền�vô�hạn,�miền�
Descarter�hữu�hạn�và�trên�miền�hình�trụ.
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