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Phwong phap ham Green-Tim ham Green cho phwong trinh
nhiét bang phép bién déi Fourier-Laplace

Green function method-Find the Green function for the heat
equation by Fourier-Laplace transformation

Tom tat

Nguyén Thi Hué

Tac gia lién hé: minhhuesaodo@gmail.com
Trwdng Pai hoc Sao Do

Ngay nhéan bai: 31/8/2023

Ngay nhan bai stra sau phan bién: 27/12/2023
Ngay chap nhan dang: 30/12/2023

Trong bai bdo nay, chung téi tap trung nghién ctvu vé phwong phap ham Green cho phwong trinh v[ phan,
phwong phép tim ham Qreep cho phu’or)g tr[nh nhiét dang bai toan Sturm-Liouville v&i sw thay ddi cac diéu kién
bién va diéu kién ban dau bang phép bién doi Fourier-Laplace.

Tor khéa: Ham Dirac Delta; bai toan Sturm-Liouville; bién déi Fourier-Laplace; ham Green; phuong trinh nhiét.

Abstract

In this article, we focus on researching the Green’s function method for differential equations, the method for
finding the Green'’s function for heat equations in the form of the Sturm-Liouville problem with changes in boundary
conditions and initial conditions by the Fourier-Laplace transform.

Keywords: Dirac Delta function; Sturm-Liouville problem; the Fourier-Laplace transform; Green function, heat

equation.
1. DAT VAN BE

Ham Green da dwoc nha toan hoc ngwdi Anh Goerge
Green xay dwng nam 1828. Sau d6 Ham Green (HG)
dworc rng dung trong cac bai toan dién tw, nhiét hoc va
tré thanh mot cong cu céng cu toan hoc dac lwc va phd
bién dé giai cac phwong trinh vi phan khong thuan nhéat
trong Toan hoc cling nhw trong Vat ly.

Khi ap dung phwong phap Ham Green dé giai phuong
trinh vi phan Lu(x) = f(x) trén mién Qtrong dé L |a toan
tlr vi phan, ta s& nhan thém ham G(x, x’) vao hai vé,
sau d6 |4y tich phan theo bién x trén Q. Két hop voi
céc diéu kién bién va diéu kién ban dau cla bai toan
phwong trinh vi phan ta sé tim dwgc ham G(x, x)).
Ham G(x, x’) dwoc goi la ham Green. St dung cac tinh
chét ctia ham Dirac, ta sé biéu dién dwoc nghiém cla
phwong trinh vi phan ban dau qua ham Green.

Vén dé 1a 1am thé nao dé chi ra dwoc ham Green phu
hop véi cac didu kién cta bai toan. Trong qué trinh
phat trién, cac nha toan hoc da xay dwng nhiéu phuong
phap dé tim ham Green nhw: Phwong phap tach bién,
dung tinh chat ham Dirac; Phwong phap ham riéng, tri
riéng; Phwong phéap bién dbi Fourier, Laplace...

Ngwoi phan bién: 1. PGS.TS. Khuét Van Ninh
2. TS. Nguyén Viét Tuan

Trong bai bao nay, chung téi tap trung nghién ctru
phwong phap tim ham Green cho phuwong trinh vi
phan dang Sturm-Liouville, dwa ra mot sd két qua tim
ham Green cho phwong trinh vi phan truyén nhiét béng
phwong phéap két hop phép bién dbi Fourier - Laplace.
2. MOT SO KET QUA CHUAN B|

Trong bai viét nay, ching t6i st¢ dung mot sb két qua
co ban sau day:

Dinh nghia 1 ([1]). Ham Delta Dirac dwgc xac dinh bdi:

0 khi x=¢
S(X_g):{oo khi x=¢

sao cho tich phan cla d(x - £) dwoc chudn héa thanh
don vi, tiec la:

[T8(x=¢)x =1.

Binh li 1 ([1]). Tinh chat ctia ham Delta Dirac:

i). Tinh di xtng: 8(-x) =38(x);
ii). Tinh ti 18; 8(ax) = éS(X)?

ii). 8(x* —a”) = Q[S(“a)w(x‘a)}

56 Tap chi Nghién ciru khoa hoc, Truong Dai hoc Sao D, S6 4 (83) 2023



Bai toan Sturm-Liouville ([1], [2])

Xét phwong trinh vi phan tuyén tinh cap hai:

d’y dy
A(x) o +B(x)a+C(x)y+XD(x)y=0 (1)
trong dé:

A 1a mot tham sd dwoc xac dinh béi cac diéu kién bién;
A(x) Ia ham lién tuc duong.

Khi chia hai v& cho A(x) thi (1) cé thé dwoc viét lai
thanh:

dz—y+b(x)d—y+c(x)y+kd(x)y=0

dx? dx @)
VoI
B C D
e Jotqe
Ta xét thtra s0O tich phan p(x) —eg?
Nhan phwong trinh (2) v&i p(x) ta co:
p(x)ZT}:+p(x)b(x)%+p(x)c(x)y+?»p(x)d(x)y=0. (3)
Tw
dp X d ]Eb(é)dil ](.b(é)dé d %
%:a & |-e a[ab(g)dg]:p(x)b(x)
Suy ra:
40D - o) &Y, ) oy
dx [p(x) de =p(x) a | dx dx
a? d
—p(x) %+ p(x)b(x) L.
Khi d6, phwong trinh (3) c6 thé viét lai la:
d ay _
a(p(x)a}rq(x)ywhr(x)y =0 (4)

trong do:

q(x) = p(x)c(x), r(x) = p(x)d(x).

Phwong trinh (4) dwoc goi la phwong trinh Sturm-
Liouville.

Bai toan Sturm-Liouville chinh quy ([1], [2])

Trong trwong hop p(a) # 0, p(b) # 0 va p(x), q(x), r(x)
la cac ham lién tuc thi phwong trinh Sturm-Liouville (4)
duorc viét duwsi dang:

Lly]=nr(x)y
trong do:
Lz%(p(x)%)+q(x).

Néu phwong trinh trén dwoc két hop véi cac didu kién
bién:

®)

NGANH TOAN HOQC

ay(a)+o,y(a)=0
(@) -y (a) "

By (b)+B,y(b)=0
vGoi o +o, =0, +B, =0

thi phwong trinh (4) va cac diéu kién bién (6) dwoc goi
la Bai toan Sturm-Liouville chinh quy (RSLP).

Bai toan Sturm-Liouville suy bién ([1], [2])
Xét phwong trinh:
Ly]-ar(x)y=0,a<x<b

V&i L dwoce xac dinh bdi phwong trinh (5), p(x) la tron
va r(x) Ié’du’o,’ng, thi bai toan Stgrm-LiouviIIe dwoc goi
la suy bién néu mot trong cac diéu kién sau xay ra:

i) p(a) = 0 hodc p(b) = 0;
i) Khoang (a, b) la v han.
Ham riéng va gia tri riéng Sturm-Liouville ([2])

Pinh nghia 2. Gia trj riéng cta phwong trinh Sturm-
Liouville c6 thé dwoc biéu thi nhw sau:

-1 d dy
A=———| p(x)— |+qg(x
r(x){dx(p( )de q( )}
Cac nghiém khéng tAm thudng théda man diéu kién
bién (6) dwoc goi la ham gia tri riéng.
Dinh li 2. Néu phwong trinh toan tl Sturm-Liouville cé:

i) p(x), P’(x), q(x), r(x) la cac ham lién tuc trén doan
[a; b];

i) p(x) >0, r(x) > 0.
thi cac gia tri riéng clia bai toan Sturm-Liouville tao
thanh day tang A, <A, <..<A_ <A <..vaco lim\, = +o.

Néu co thém p(x) = 0 thi tAt ca cac gia tri riéng déu
khéng am.

DPinh li 3. Gia str cac ham p(x), q(x), r(x) trong bai toan
Sturm-Liouville thoa man Binh li 2 va y,(x), yj(x) la cac
ham riéng twong ng v&i cac gia tri riéng khac nhau
A, =\ Khi do ta co:

;v (x)y, (xy (x)ax=o.
Pinh nghia 3. Cho cac ham riéng vy,.y,y,... cua

bai toan Sturm-Lioville chinh quy trén doan [a; b]
va f(x) tron trng khic trén doan [a; b]. Khi do chudi

ham riéng gcmym(x)=f(x) néu f(x) lién tuc va
Zcmym(x)=%(f(X*)+f(X‘)) khi f(x) khong lién tuc
tai x, trong do:

If(x)yn(x)r(x)dx
c ==

j[yn(x)fr(x)dx

Dinh nghia 4 ([2]). Gia st x(¢) la ham bién thuc xac

Tap chi Nghién ctru khoa hoc, Truoing Dai hoc Sao Do, S6 4 (83) 2023 | 57



NGHIEN CUU KHOA HOC

dinh v&i moi t > 0. Bién ddi Lapace ctia ham sb x(t)
dwoc dinh nghia va ki hiéu la:

£(x(8) = x(s) = [e*x(t)at
0
trong doé:
x(t) dwoc goi 1a ham géc;
x(s) dwoc goi la ham anh.
Cho ham x(s), néu ton tai ham x(f) théa man
£(x(t))=x(s) thi x(t) 1a bién déi ngwoc cla x(s), ki
hiéu x(t) = L-1 (x(s)).

Binh nghia 5 ([2]). Phép bién dbi Fourier cia ham bién
thye x(t) dwoe dinh nghia bdi:

x() = Te‘"“’x(t)dt, (0eR)

va phép bién dbi nguwoc clia x(w) 1a
1 v io

x(t) = o I e ’x(m)dm, (0) e R)

—0

3. NQI DUNG CHINH
3.1. Phwong phap ham Green cho phwong trinh vi
phan

Noi dung phwong phap Green la khong giai truc tiép
phwong trinh vi phan ma tim ham Green théng qua mot
phwong trinh khac, rdi biéu dién nghiém can tim qua
ham Green.

Gia st can giai phwong trinh vi phan:
Lu(x) = f(x)
trén mién Q, véi L 1a mot toan t& vi phan.

7)

Nhan thém ham G(x, x’) vao hai vé, sau d6 lay tich
phan theo bién x trén @ tic la dang thwe hién tich

trong ((f lg)= _[f' (x)g(x)dx) cua hai vé phuong trinh
(7) v&i ham G(x, x’) theo bién x ta dwoc:
<G(x,x') | Lu(x)> = <G(x,x') | f(x)) (8)

V6i L* Ia toan tlr lién hop clia L thi vé trai clia (8) co thé
dworc viét lai nhu sau:

<G(x,x')|Lu(x)> =<L*G(x,x')|f(x)>+ sb hang bién

hoac

(L*G(x,x') | u(x)> = <G(x,x‘) | f(x)> +sb hang bién 9)
Bay gi& chon ham G(x, x’) théa man:
L'G(x,x")=8(x-x") (10)

va \{é’i diéu kién bién (‘jUJQ’C lwa chon thich ,hQ’p dé khor
di tat ca cac thanh phan chwa biét trong s hang bién.
Ham G(x, x’) goi la ham Green.

Thay (10) vao (9) va s dung tinh chét ciia ham Dirac
ta co:

u(x')=(G(xx")| f(x)) +sb hang bién da biét.

Vi f(x) biét truoc va sb hang bién da biét, khi da tim
dwoc ham Green thi sé tim dwgc nghiém u(x) can tim
theo cong thirc:

u(x) = [G(&x)f (£)d& +sb hang bién da biét.

Y nghia vét ly cia ham Green: Néu phuwong trinh vi
phan tuyén tinh (7) mo ta hé vat ly tuyén tinh thi nghiém
u(x) biéu dién sy phan hdi tuyén tinh véi s kich thich
cla luc ngoai f(x). Khi d6 ham Green biéu dién phan
&ng cta hé vat ly déi voi “lwc” clia mot ngudn dat tai
diém x’. Ta ciing c6 thé xem ham Green nhw ham
chuyén kich thich hoc nhw ham twong quan gitra kich
thich va sw phan hdi cia hé.

Dinh li 4 ([3]). Néu toan t& L 14 toan t& Hermite thi ham
Green c6 tinh chét dbi xirng.

Ching minh:

Xeét:

x(w) = Te‘""’x(t)dt, (0eR) (11)
_‘T ¢ iot

X(t)zﬂie x(0)do, (0 R) (12)

LAy tich trong cla (11) v&i G(x, x”) tlr bén trai va tich
trong cla (12) v&i G(x, x’) tir bén phai ta co:

<G(x,x"),LG(x,x')> = <G(x,x"),8(x—x')>
(LG(x,x"),G(x,x')> = (6(x— x"),G(x,x')>

Vi L la toan t& Hermite nén:

<G(x,x"),LG(x,x')> = <LG(X,X"),G(X,X')>

Tw hai phwong trinh trén cé dwoc

(G(x,x"),s(x— x)> = <8(x—x"),G(x,x'),>

tcla G*(x',x")=G(x",x").

Day la tinh dbi xing hay con goi la tinh chat dao cla
ham Green.

Trong phwong phap ham Green, tuy thuéc vao dang
clia phwong trinh vi phan ma ta sir dung cac phwong
phap khac nhau dé tim ham Green. M6t sé phwong
phap da dwoc str dung réng rai nhw: Phwong phap
tach bién, dung tinh chat ham Dirac; Phuwong phap ham
riéng, gia tri rieng; Phwong phap bién dbi Fourier...
(Xem [2], [3], [4], [B].-.).

Trong bai viét nay, ching téi tap trung nghién ctru tim
ham Green cho cac phwong trinh vi phan truyén nhiét,
v&i dang diéu kién bién khac nhau béng phwong phap
két hop phép bién dbi Fourier - Laplace.

3.2. Tim ham Green cho phwong trinh truyén nhiét
bang phép bién déi Fourier - Laplace

a. Phwong trinh nhiét trén mién vé han hodc ban
v6 han

Xét phwong trinh nhiét moét chiéu:
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ou ,oU

—— i = F(ut 13
~ & o7 = T(xdt) (13)
v6i cac diéu kién bién |u xt < v3 didu
kién ban dau.

bat G(x.t,¢,t) 1a ham Green cho phuong trinh nhiét
mot chiéu, thi:

oG , &G

= 2 8—2 5(x-¢)o(t-
v6i didu kién bien |G(xt.6,1)| <o khi |x| <o va didu

r),§<oo;0<t,t (14)

kién ban dau G(x,t,¢,7)=0
Vén d& la chi ra dugc ham G(x,1,6,7).

Chung t6i bat dau bang cach Iay phép bién dbi Laplace
clia biéu thirc (14) déi voi t, ta co:

,d’g _

sg(x,8,6,7)-g(x,0,61)-a P 3(x-¢)e™

Vay

TGS g a(x-0)o" 9
dx®

Vi g(X,S,C,T) la &nh ctia ham G(x,t,{,t) qua phép
bién doi Laplace.

Tiép theo |4y bién dbi Fourier cla biéu thirc (15) dbi
V@i x ta co:

—ikG-st
(k) Blks.67) -5 B(ksGr) =~
& KB (k67 + S G(ks 5t =

& day, G(ks.Gt) la ham anh cia g(%s,61) qua
phép bién dbi Fourier.
bat iz = p? taco:

a

g ikest

(k? +b2) (k,s,6,7)= (16)
Dé tim g(x,5,4,7) ching t6i st dung tich phan suy
réng:

—st +xo ei(x—z;)

2na® ¢ k* + b
Bién dbi dang thirc (16) trong mién bao b&i mét dwdng

khép kin, qhung t6i danh gia noé bang dinh ly thang dw
va tim ra rang:

g(xs¢t)= dk

-ST 4%

i(x-¢)

e e e
k = .
9(x887) = ot | r o) ™ 20 20
1 g
Khi k= £bi thi Y5, =0
- e -|x-¢lb - 1 —|x-¢|b-st

9(xs67)= e =55
Thay b= é, ta co:

NGANH TOAN HOQC

1 —\x—§|£—sr
e a
2a\s

Qua phép bién ddi Laplace cua biéu thirc (17) ta xac
dinh dwoc ham Green c6 dang:

2
L‘T)e';ﬁ(ﬂﬂ

ana’ (t = ‘C)

g(x.s¢1)= (17)

B{xtE )= (18)

Xét moét trwong hop cu thé khi phwong trinh nhiét cé

dang:

ou %
a i

at ox?

Véi didu kign bien u(0,t)=0, limju(xt)<ova giéu

x—0

=—f(xt) (19)

kien ban dau u(x,0) = 0.

Phwong phap gidi, ta tim ham Green thda man:
G ,0G
__a P
ot ox?
Theo cac didu kién bien G(0,t,¢,7), lim|G(x,t,¢,7) <
va diéu kién ban dau G(x,t,¢,7).

=8(X—C)8(t—‘c),0<X,§<oo,0<t,r (20)

T didu kien bien G(0,1,41)=0, suy ra rang
G(x,t,5,t) 1a ham Green bang cach dwa vao anh gbc
clia —8(x—¢) va giai quyét déng thirc (14) bdi gbc
(x=8)8(t—1)-8(x+¢)d(t-1).

Déng thirc (18) d,wa ra 1&i giai cho tl:,mg ham pelta va
ham Green v&i dang thrc (20) c6 the dworc viét:

ep[ﬁ]
G(x.s, ,t):M 4a" (t—)
drerlt) _eXp[ﬂJ
4az(t—r)
exp| X £2X6-6
G(xs, ,ﬂ:M p[ 4a*(t-1) ]
4a* (t-1
exp| —= ¢ XG
G(x,s,C,r)=M i 1) Za( )J
ERECE
Suy ra:

G(x,5,67)=

Ao fof ol )

Theo cach twong tw, néu diéu kién bién tai x = 0, thay
G, (0,t,4,t) =0 thi dang thirc (19) va (20) tré thanh:
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e -g)
exp[m]

XS(;I H(t ’t)
1,475&! t ‘c +exp[_(x+(;)2}
4a* (t-r)
oxp| -E)
G(x.8,61) = _Ht-1) p[“az(t_T)]
Jana® (t—7) —exp[_(XH;)ZJ
4a*(t—1)

Suyra

i 4::;(7-)0 [exp[“—afz('ﬁ)]'COSh[ZaZ)((f-f)]]'

b. Phwong trinh nhiét trong mién Descartes hiru han

Trong phan nay, chung tdi tim ham Green cho phwong
trinh nhiét trong mién Descartes hiru han. Cac nghiém
c6 thé dwoc viét 1a chudi ham riéng clia bai toan Sturm
- Liouville chinh quy.
O day, ching t6i tim ham Green cho phwong trinh nhiét
mot chiéu trong khoang théi gian 0 < x < L.

2
U _52 lzj =t
ot ox
trong do:

),0<x<L0<t (1)

a? la hang sé khuéch tan.
Tim ham Green cho bai toan nay, ta xét bai toan
duéi day:

oG _,5°G
e =8(x-C)8(t

Véi diéu kién bién:
(x1G(O, t,(;,t) +B,G, (O, t,(;,t) =0,0<t

aZG(L, t,Q,r) +B,G, (L, t, C,T) =0,0<t

-1),(<L0<tr (22)

Va diéu kién ban dau G(x,t,(;,r) =0,0<x<L.

Chung toi bt diu bang viéc tim phép bién ddi Laplace
cla dang thirc (22), ta dwoc:

g _8(x-¢)e”
—g(xt.67)-=.9(x07)- o —a2
62SZ—%——8()(_—§)'e_sr,0<x<L.
ox° a a

Voi (x1G(0,t, C,r) +B,G, (0, t,C,T) =0
va o,G(L1,6,1)+B,G, (Lt,gt)=
Ap dung k¥ thuat khai trién ham riéng ta co:

(23)

2()()

s+a’k?

g(x.ttr)=e

O day:
¢,(X) 1a ham riéng trec chudn tht n cho bai toan
Sturm-Liouville chinh quy.

o(x)+k*o'(x)=0
Didu kién bién
20(L)+B0'(L) =0.

Qua phép bién dbi Laplace nguoc cla dang thirc (23),
ta co:

G(xt57) = {iw.yknzﬂ%—ﬂ%(f-t)

@(x)+Bo'(x)=0 va

= s+a'k’ (24)

c. Phwong trinh nhiét trong mién hinh tru

Trong phan nay, ching tdi xét bai toan tim nghiém cutia
phwong trinh nhiét trong hinh tru bang phwong phap
ham Green.

Xét phwong trinh:
ou a* o r%
or

ot ror
Vi cac didu kién bign U(a,t) =
diéu kién U(r,0) =

f(rt)
2nr

,0<t

(25)

U(B.t)=0 va ban dau

D&t G(r,t,p,t) 1a ham Green, khi d6:

0G & 9(,0G)_8(r-p)3(t-1)
ot rorl or 2nr '
O<r,p<b,0<tr.
(26)
1d( dg) s e3(r-p)
——| = | = ———
rdr\ dr) & 2na’r

Bay gi®, ching téi chirng té M nhw mot chubi

v
Fourier bang cach xét bai toan Sturm-Liouville co ban:

1d( _do 2

ok 2 B ¥ . -

r dr( dr]+ $=0,4(a) 27)
Ham gié tri riéng thda man déng thirc (27) la
¢, (X) =Yo (kncl )Jo (kn' )_ Jo (kn" )yo (kn’ )
Véi  diéu  kién k., la O- diém th® n cua
Yo (kat)Jy (K,B)—Jy (KB)Y, (k,0) =0, do d6 sw khai trién

cho ham Delta theo s6 hang ¢, (r) la

3(r—p) _S¢

jjq)f,(r)dr

St dung diéu kién truc giao:
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[ 93 (k,r)rdr = %rz [J5 (k)]

o

o

J, (k,r) s (Kr) }“
+J, (k,r )y, (K,r) )

2

o

TJ (k,r)y, (k, r)rdr—1 {

f 1
va !yj (k,r)rdr = Erz [y§ (k,r)+y: (knr)]

3

V&i méi quan hé dinh thirc Wronskian.

L(@),(2) - (2)ye(2)= 2.
Ta duoc:

174
. 1 J2 ka
J.(bi(r)rdr:z 2k2|:J2 kB :|

[

Vi didu kién bien G, (at,p.t)=G(B.t,p,7) =0 va didu
kién ban dau G(r,0,p,t) =0.

Chung t6i bat dau bang cach Iay bién dbi Laplace cla
déng thire (26), thu dworc:
Vivay:

ol - Lo (00

" ) (6, s+ a)
Qua phép bién dbi Laplace nguoc, ta duoc:

%H(t - r)i k’?Jg (k"B)d)" (P)¢,, (I)ﬂ-azkﬁ(z-x)'

7 [ (k)2 (k)]

G(r,s,p,r) =
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Bai bao da nghién clru v& phwong phap ham Green
cho phwong trinh vi phan, la phwong phap tim nghiém
clia phwong trinh vi phan théng qua ham Green.

4. KET LUAN

V&i cac didu kién bién, didu kién ban diu theo bai
toan Sturm-Liouville, bdng phép bién dbi Fourier -
Laplace bai bao da chi ra phwong phap tim dwgc ham
Green cho phwong trinh nhiét trén mién vé han, mién
Descarter hiru han va trén mién hinh tru.
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