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NGANH TOAN HQC

Tinh chat toan tir tich chap ctia phép bién déi Fourier cosine va
Laplace

Convolution operator properties of the Fourier cosine transform and
the Laplace

Nguyén Kiéu Hién

Tac gia lién hé: nguyenkieuhien@gmail.com
Trwdng Dai hoc Sao Do

Ngay nhan bai: 09/01/2023

Ngay nhan bai stra sau phan bién: 22/3/2023
Ngay chap nhan dang: 30/6/2023

Toém tat

Trong bai bao nay, ching téi nghién ctru tich chap suy roéng lién quan dén phép bién dbi Fourier cosine va phép
bién dbi Laplace. Thiét lap dwoc diéu kién can va du dé cac phép bién dbi tich phan Fourier cosine va Laplace
la Unita, diéu kién da dé ton tai bién déi ngwoc va chi ra toan tir nguoc cia chung trong khéng gian L, (R ).
st dung dé giai moét Iép phwong trinh tich phan cho nghiém dwdi dang dong trong phan giai tin hiéu x( ly théong
tin [2].

Ter khéa: Bién dbi Fourier; bién déi Laplace; tich chap suy réng; phuong.trinh tich phan.

Abstract

In this paper, we research generalized convolution related to the Fourier cosine transform and the Laplace
transform. Set up the necessary and sufficient condition for the Fourier cosine integral transform and Laplace
are Unitary, the sufficient condition for the existence of inverse transform and show their inverse operator in the

space L, (R,
information handling [2].

), used to solve a class of equation integral for closed-form solution in multiresolution analysis

Keywords: Fourier transform; laplace transform; generalized convolution; integral Equation.

1. DAT VAN PE

Tich chép la mét phép nhan dac biét dwoc dinh nghia
thong qua phép bién déi tich phan twong &ng; thuwdng
duwoc dwa vao trong cac khéng gian ham ma & dé phép
nhan théng thwéng khéng ton taii Nam 1951, Sneddon
I.N. xay dwng tich chap dbi v&i phép bién dbi Fourier.
Nhirng tich chap dau tién phai ké dén 1a tich chap
Fourier va tich chap Laplace. Sy ra d&i clia tich chap da
m& ra trién vong phat trién thém huwéng nghién cliru vé
ly thuyét tich chap. Cho dén nay cac phép bién ddi tich
phan kiéu tich chap suy rong Fourier cosine va Laplace
van chwa dwoc nghién clru nhiéu. Viéc nghién ctru cac
tich chap.va cac phép bién di tich phan cé y nghia quan
trong trong nhiéu linh vwe khoa hoc va ky thuat. Nhe d6,
cac phép toan Giai tich phirc tap dwge don gidn hoa
thanh phép tinh Dai sb. Vi vay, né dic biét hiru ich trong
viéc giai cac bai toan trong ly thuyét mach, bai toan xt
ly hinh &nh va x@ ly tin hiéu truyén théng.

Trong bai bao nay, ching téi xay dwng mét sé tich
chap suy rong lién quan dén phép bién déi tich phan
Fourier cosine va Laplace. Nghién ctru cac tinh chéat
toan tlr cda cac tich chap suy rong trong khéng gian

Nguw&i phan bién: 1. PGS.TS. Khuat Van Ninh
2. TS. Nguyén Viét Tuan

ham L, (R ) s dung dé giai mot Iép phwong trinh
tich phan cho nghiém dw&i dang dong trong phan giai
tin hiéu xt ly thong tin.

2. TICH CHAP SUY RONG

Trong bai bao nay, chiing t6i str dung cac khéng gian
ham sau day:

R, ={xeR x>0}

Cho L,(®,).1< p<=la khéng gian cac ham sé f xac

dinh trén IR, sao cho:

ju

Trong d6 chuén clia ham f dwoc ky hiéu va xac dinh
béi.

e, ={ L7 |dx]u'.

Cho L,(R,,p).p>0,1< p<wx lakhéng gian cac ham s

)| dx <+

f xacdinhtrén R, sao cho:

IU )" el

Trong d6 chuan cla ham f dwoc ky hiéu va xac dinh

béi. |
\)u’\‘J :

A= L7

dr < 400

Tap chi Nghién ciru khoa hoc, Trudng Dai hoc Sao Do, S6 2 (81) 2023



NGHIEN CUU KHOA HOC

Dac biét, khi p(x)=x“¢”" thi ta nhan dwoc khdng
gian ham hai tham sé «, # va ky hiéu U;-}” (R,).

Cho 7 (R+)Ié khéng gian cac ham sé f xac dinh
trén R, sao cho:

sup ‘f(\)‘ < 400

Trdng d6 chuén ctia ham f dwoc ky hiéu va xac dinh
b&i.

171, s., = sup|f (x).

cho C, (R, ) 1a khéng gian cac ham sé lién tuc trén
R, va triét tiéu & oo.

HR,)={f(x):(Lf)(y) e L,(R,)}.

L 1a phép bién déi Laplace.

(L )(y)= I."[\)L "dx,Rey>0.

F. 1a phép bién ddi Fourier cosine.

L.f‘(x — )k (y )y

Sau day, ta dwa ra khai niém tich chap clta hai ham
kha tich trén IR nham xac dinh quy tac 4y tich chap
gitra chung.

Pinh nghia 1 ([4]). Cho .k la cac ham kha tich dia
phwong trén R.Néu tich phan j f(x=p)k(y)v xac
dinh v&i hau hét x e IR (nghia la tap cac gia tri
x < IR dé tich phan trén khéng ton tai la tap cé d@o
do khéng) va ham kha tich dia phwong trén [R bién
x thanh [ f(x~y)k(y)dv duoc goila tich chap ciia
ham £ va ham k , ky hiéu la /*.

Nhw vay:

(f*k)(x)= [ 1 (x—y)k(a)dy
= _l: S ()R (x— 3 )dy.

Ta goi /*k la tich chap cia ham f va ham k.

Tiép theo, ta dwa ra khai niém tich chap suy rong voi
hai phép-bién ddi tich phan Fourier cosine va Laplace.

Dinh nghia 2 ([1]). Tich chap suy réng cla hai ham f
va k dbéivdi hai phép bién déi tich phan Fourier cosine
va Laplace dwgc dinh nghia nhw sau:

(f *A—)(x):;He(x,u,v)f(u)k(v)dudl.’ 1)

Trong doé:

O(xu,v)= 2 —+— _1, .
( ) vViH(x—u) vVi+(x+u)

x>0, (2)

Ta goi A, 1a khéng gian anh cia L/ (R,) théng qua

phép bién ddi Fourier cosine F,. V&i chuan.

171, =1, e,

thi khéng gian d6 la mét dai sé Bannach, nghia la néu
f(x).k(x)e A thi

f(x)k(x)e 4,

Va théa man

I/ &L, <071, 1l

Tiép theo, ta dwa ra khai niém phép bién ddi tich phan

lién quan dén tich chap suy roéng Fourier cosine -
Laplace dwoc xac dinh bé&i (1).

Dinh nghia 3 ([2]). Phép bién dbi tich phan kiéu tich
chap suy réng Fourier cosine - Laplace 7, . Phép bién
d6i tich phan dwoc xac dinh cé dang nhw sau:

f(x) - g(x)=(T,1)(x)

3)

2
X

d’ —_—
:[l_d ](.f’f‘ft)(-r),x>0

Trong d6: k la nhan cta phép bién dbi.

Pinh nghia 4 ([3]). Hai khéng gian metric

(X,p_r) va (Y, p}.) goi la dadng cw néu c6 mét anh
xa 1-1.f tv X 1én Y sao cho v&i moi cdp diém
X, x5 € X tadéu co:

Py (f(xl ), .f (%, )) = py (x,%,) (4)

Chang han hai khéng gian metric C,,; va C 0.2 déng
cy theo phép twong trng

Cron 2 x(1) <> y(1)= x(i}e Croa

Sv dang cuv gitra hai khong gian metric néi lén rang
cac quan hé gilra cac phan tlr clia ching vé mat metric
la dbng nhét.

Dinh nghia 5 ([3]). Ta nhan thay tich vé huwéng (x,)
clia haivecto x,y trong R¥ co cac tinh chét cbt yéu
sau day:

D(x,y)=(y,x).

2)(x+y,2)=(x,2)+(»,2).

3)@x,y)=a (x,y). V&i moi s thuc a.

4)(x,x)>0 néux#0, (x,x)=0 néu x =0, tich vé
hwéng lién hé véi do dai (chuan) cia cac vecto béi hé
thire.

(x-x) =[x

Nhw vay, dé xac dinh dwoc trong khéng gian dinh
chuan mét ham hai bién (x, ) v&i cac tinh chéat 1)-4)
va lién hé voi chuan béi hé thire 5). Mét khéng gian
dinh chuan ma trong d6 cé thé xac dinh dwo'c moét ham
hai bién (x, ) véi cac diéu kién 4y goi la mét khéng
gian unita (hay khong gian tién Hilbert ).
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Dinh ly sau day cho ta danh gia chuan cua tich chap
Fourier trong khéng gian ham L_(R).

Binh Iy 1 ([1]). Cho ham
feL,R.)keL(R,)

1 1
1<p,g<oo, —+—2=1.

trong dé Thi tich chéap
P q
11

f*kel (R,) & day —=—+l—1 Pong thoi, ta
r-p q

c6 danh gia

|7 &l <[, %],

Dinh ly sau day cho ta sw tén tai ddng thirc nhan tir hoa
cua tich chéap trong khéng gian (R ) -

Dinh ly 2 ([2]). Gia str cac ham f{x) va k(x) thuéc khéng
gian L,(R,).Khido, tacod (f*k)(x)e A vathéa man
dang thire kiéu Parseval.

(f*k)(x)=F [(Ef)(»)(Lk)(»)](x). ¥x>0. (5)
Hon nira, ta cling nhan dwoc déng thirc nhan t&r hoa.
F(f*k)(x)=(F./)(»)(Lk)(y).¥y>0. (6)

Nhan xét 1. Ta dé thdy rang L,(R ) c H(R ). Trong
mot sé trwerng hop, viéc nghién ctru tich chap f*k
c6 thé dwoc nhang lién tuc vao H(R,). Gia st cac
ham f(r) eL,(R,)va k(x)e H(R ) saochotich
phan.
(f*k)(x)= ijfﬁ'(.\',u,v)f(u).-’c (v)dudy

T 00 .
hdi tu nhw tich phan lap.
Vi du, tich chap ( f *k) ton tai nhw tich phan Iap véi
k(x)=cosxeL,(R,)

thi k(x)e H (R, )khido
}‘

(LK) () =—

v+l

el,(Ry).

Hon nira, ta c6 danh gia.

|F.[(FA) @) () @)] ),
. \E [&N@ L)), |
L LAE o )

2 g
- \/;”f“;:u- ) ”( Lk )”f--ﬂ—"- )

& \/E”j“fc‘ 5 “'{”r“_ )

Két qua ctia Dinh ly 2 van dung véi gia thiét nay.

Li(R,)

Dé nghién ctru tich chap ( f * & ) trong khéng gian ham
L,(R,) ta xétdinh Iy sau.

Dinh ly 3 ([5]). Gia st réng.

NGANH TOAN HQC

S, f () eL,(R,) yak(x)e L, (R,) knido, ta
c6 dang thirc.

d * YL
— (/) =(f*k) (). )

Dinh 1y 4 ([2]). Gia st cac ham

f(x)eL,(R,) va k(x) € L (R.) knidstich chap
(f *k)(x) ton tai, thuoc L (R, )(r=1,5>0,a >=I1)
va ta c6 bat dang thirc chuan.

H( f*k)‘ <
f_rrl..r!{ﬁ;_l )

- " ) (8)
\/;z-:ﬂﬁ B (a+1)”f”1:{ué.,}”kutllk1

Néu cac ham f(x) va k(x) thuéc khong gian
L (R, )thi tich chap~(f#k)(x) tén tai, thuoc
Lf‘ﬂ(R+)(r2[,ﬁ20,a>—l) va ta cé bat dang
thirc chuan.

”(f * k)Hf_-:--"(;-.-.. ) S

2 H:l . (9)
E_}u-ﬂ 'r (a—l_])H.f”;_](}:”]||kHJ_|1?.,I

Mot hé qua quan trong nhan dwoc tir dinh ly nay |a bat
dang thirc Young doi v&i tich chap Fourier. Tuy nhién,
nhu ta da biét cac bat déng thirc khong con dung trong
trwong hop [,k € L,(IR). Saitoh da khac phuc han
ché d6 bang cach xét khong gian ham L (R, p) va
nhan dwoc bat dang thirc dbi véi tich chap.

Fourier cho b&i dinh ly sau:

Pinh ly 5 ([6])- V&i cac ham khéng triét tiéu
p,(j=12) taco bat dang thirc trong khéng gian
L,(R)(p >1) doivéi tich chap Fourier.

|
-1

((Fu"] )T(FP* ])(pn ’:.pz)P

(10)

L,(R)

<|&]

f-;-lﬂ-lﬂulll 201, (R.|p])

théa man voimoi /7 ¢ [, (JR pj|).

Trong cac bai toan (rng dung, ta thwéng xét tredng hop
P, (x)=1,F(x)=G(x), trong d6 G(x—¥) 1a ham
Green nao d6. Khi do, néu pe L, (R,),GeL,(R)
va F e LP(R, 2l) bat dang thirc (10) tré thanh.

jForzo

<

L,(R)

!
e P T

i
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va I F(y)p(y)G(x=y)dy dya vao thong sé ham

dau vao F trong cac bai toan (ng dung.

3. TICH CHAP SUY RONG FOURIER COSINE -
LAPLACE

Ta chirng minh sw ton tai cta tich chap va danh gia
bat dang thtre chuén trong khéng gian L,(RR ) qua bd
dé sau.

Bé dé& 1. Gia st rang k(x)el, (R ; ) hodc
k(x)e H(RJ sao cho tich phan (1) hdi tu nhu tich
phan 1ap. Khi d6 diéu kién can va du dé phép bién déi
tich phan (3) unita trong L, (IR  )la:

(11)

Hon nira, phép bién ddi ngwoc ton tai va dwoc xac
dinh bai:

(1+5*) (k)| =1,y >0

-

f(x)z(l—;"zj(g*f?)(x)

v

(12)

trong d6 & la ham lién hop phuc cia .

Chrng minh. Diéu kién can.

Gia s¢ k thdéa man diéu kién (11). Ta da biét rang
h(y),v*h(y) € L,(IR) néu va chi néu

o

(FR), L (Fmy), L (Fiy(x) e Ly(R) erphép
dx dx

bién dbi Fourier. Trong trwéng hop, néu /2 la ham chn
sao cho

h(y), .vzh(}’) €L, (R+ )

Khi d6 ta c6 déng thirc sau:

[1— ;i J(P:,h)(.r) -
F((1% %) i) ()

Ter diu kien (1) ta o6 (1+ 37 ) (Lk)(1) bi chan, suy
ra

(1492 L) (F.f ) ) € L (R, )
néu f(x)eL,(R,).

(13)

S dung codng thire (13), ta cé:

2

g(’”z(l‘i: in [(FA) X0 ]

(14)
= £[(1+7)(ch0) (E.1) ) | )

Vay, tir dang thirc Parseval cé

”*f.“[,lf?._‘ ) = F:‘-f‘lf_:[u“-;, )

va diéu kién (11) cho ta danh gia

Diéu d6 chirng té phép bién dbi tich phan (11) la déng
cy trong L2 (R+).

Mat khac, do

(1+3* ) (LY (F.f) () e Ly (R,)
nén ta cé

(F.g)(») =1+ ) (LYW (F.f) ()
S dung diéu kién (11) ta nhan dwoc
(£.0) ) =1+ ) (LK) (F.8) (%)
Diéu kién (11) cho ta biét rang:
(1+3°)(Lk)(») (F.g)(») €Ly (R, )
Tir (13) ta co:

£ =E[(1432)600) (F.g) ) ]

d’ =
= [1 38 )E [(Fa)(Lh)») ]

I’ =
1-2 |(g*k)().
( dx:](g )(x)

Vay phép bién ddi tich phan (3) la unita trong L, (IR )
va phép bién dbi ngwoc clia n6é dwoc cho dudi dang
(12).

Piéu kién du.

Gia s ngwoc lai, phép bién dbi tich phan (3) 1a unita
trong L,(IR ). Khi dé6 st» dung dang thirc Parseval ddi
v&i phép bién déi Fourier cosine, ta co:

lel. ., <[+ ) o (EN ),
=|(£./)»)

Suy ra, toan te
M, fIy)=0(y)f(»)
voi O(y) = (l +y? )(ﬁk')()’)» la unita trong /(IR ).

Diéu d6 twong duwong véi diéu kién (11). Bé dé duoc
chirng minh.

L(R.) - Hfou )

Bé dé da cho ta diéu kién can va dd cia k trong khéng
gian H(RJ dé phép bién ddi tich phan 7, Ia unita
trong (R, ). Day la mot két qua quan trong, dac
biét diéu kién j ¢ [I(R+)Iz‘a mot sw mé& rong vé mat
khong gian so véi [, (IR )trong cac két qua trude day.
Tuy vay, diéu kién (11) ré rang van la diéu kién rat chat
déi v&i k , Binh ly sau day la mét sy mé réng dbi véi
diéu kién (11) Pinh ly dwa ra cach tiép can méi va
phwong phap giadi phwong trinh vi - tich phan, phwong
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trinh dao ham riéng thwéng xuét hién trong bai toan xa
ly &nh va x ly tin hiéu.

Pinh Iy 6. Gia s ring k(x)eL,(R,) hoac
k(x)e H (IR )sao cho tich phan (1) héi tu nhw tich
phan 1ap. Khi d6 diéu kién can va da dé phép bién déi
tich phan (2) unita trong L, (R ) 1a:

0<C, Sl(l+y:)(£k)(y)‘SC3<oo (15)
Khi g6, trong L,(R,) ta c6 danh gia bat dang thirc
chuan sau:

Cl ”f”.:_:q_ip;l_; é“g“;_l{;ﬁ,'} < C3 f”f,:[i:va_) (16)

Hon nira, phép bién dbi ngwoc ton tai va duwoc xac
dinh qua tich chap Fourier cosine nhw sau:

d}
f(x) =[1 7 J(g:k‘)m
¢ dok €L, (R, ) saocho

|
(Fk)(»)= =
(1+7) (Lh)()

Chrng minh. Tir biéu thire (14) va diéu kién (15), ta co:
Cl Hf.”f._\{IRJ = Cl \ Fz'f”f._.{ia;_ )
<|(1+ ) (Fr) )

(7)

I;,:{'_'e_, )

:HgH;,:lng]
lel e, =11+ )OO EN O35
<G, P:‘f“;_:(';;_; =G ‘f‘”f.z{i—l_.}

Suy ra (16) dwoc chirng minh. Bén canh do, twr diéu
kién (15) ta cé:

1 & 1 1

< . < -
C,(1457) (1403 (8l G (1+7)

Suy ra:
1

(1432 ) (LR
Do d9, tén tai ham k,(x) e L, (R, ) sao cho
1

(14%) (Ch)(y)

Tw biéu thire (14), (18) va dang thirc nhan tir hoa (6),
ta co:

(F.f)»)=

eL,(R.)

(£h)() = (18)

(1 +y2)(£k)(y)(ﬁg)(y)

1
(1+5*) (o))

(19)

=(1+)7 (F.g)(»)

NGANH TOAN HQC

=(14*)(Fk)0)(Eg) ()

=(1+»*)E, (g *hk )(y)

Bang cach tac dong phép bién ddi Fourier cosine F,
vao hai vé clia (19) ta cé thé bién ddi nhw sau:

1 =F[(1+5°) E. (g Fk) () ]| )

d3

:[1 o3 ]E- [E (g;“fn )(,v)](x)
dl

:[1-de ](g;f?fn])(x)

T d6, ta nhan dwoc phép bién ddi ngwoc (17). Pinh ly
duwoc chirng minh.

(19)

Hé qua sau cho s lién hé gitra phép bién déi tich phan
T, voi cac dao ham clia nhan k.

Hé qua 1. Gia st k(x) c6 dao ham dén cép hai va
k(x),k (x) € L3 (R )hoéc

k(x), k" (xye H(R jsao cho tich phan (1) héi tu
nhw tich phan lap déi véi k& ciing nhw déi véi k va
k(0) = 0..Khi'do, ta co:

(/)0 =(/*(k+K)) ) =K (©)f (x)
Chirng minh. Tt (3) va (14) ta cé:
YLR)(y) = (LK) ()= yk(0) =K (0)

=(LK")(») K (0)
Mat khac.

(1,1) @) = E[L(k+K )0 (F.S)0) @)
~E[KO(F)0]@
=(£*(k+K")) () - K ) (x)

Hé qua dwgc chirng minh.

(20)

4. KET LUAN

Bai bao trinh bay sw ton tai mét sb tich chap suy réng
lién quan dén phép bién ddi tich phan Fourier cosine
va tich phan Laplace. Dwa ra cac tinh chat toan t&r cia
céc tich chap suy rong trong khong gian L, (R, ).
Ngoai ra con thiét 1ap va chirng minh cac bat déng thirc
kiéu Young déi vé&i cac tich chap twong (rng. Tuy nhién,
do khuén khé bai bao, ching t6i khong dé cap & day.
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