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TÓM TẮT 
 Gần đây, lí thuyết về toán tử loại Schrodinger thu hút sự quan tâm của nhiều nhà toán học 
trong cả giải tích điều hòa và phương trình đạo hàm riêng. Các hướng nghiên cứu tập trung vào hai 
dạng toán tử dạng divergence và non – divergence. Trong bài báo này, chúng tôi sẽ tiếp cận cả hai 
dạng trên. Chúng tôi chứng minh kết quả chính quy nghiệm trong không gian Lebesgue có trọng cho 
hai dạng phương trình 

, 1
( ) ( ) ( ) ( ),

=

= − +∑
n

ij ij
i j

Lu x a D u x x u x  

và 

( )
, 1

( ) ( ) ( ) ( ),
=

= − +∑
n

i ij j
i j

Lu x D a D u x x u x  

trong đó hệ số ( )ija thuộc lớp BMO mới liên kết với thế vị  , chứa lớp BMO cổ điển. 

 Chúng tôi sử dụng một số kết quả cần thiết về các hàm cực đại liên kết với  thế vị   và tính 
bị chặn của biến đổi Riesz trong không gian Lebesgue có trọng. Kết quả của chúng tôi là tổng quát 
hóa một vài kết quả của (Guixia Pan & Lin Tang, 2016).  
 Từ khóa: divergence; non – divergence; tính chính quy nghiệm; toán tử loại Schrodinger; 
không gian Lebesgue có trọng 
‘ 
1. Giới thiệu  

Hướng nghiên cứu giải tích điều hòa và phương trình đạo hàm riêng liên kết với toán 
tử loại Schrodinger được mở đầu bằng các công trình của các tác giả Fefferman (Fefferman, 
1983), Zhong (Zhong, 1993) và Shen (Shen, 1995). Họ đã xây dựng các đánh giá nền tảng 
cho nghiệm cơ bản của toán tử 0L V= −∆ +  cũng như tính bị chặn của các biến đổi Riesz 

trên không gian Lebesgue pL  với ( )p 1,∈ ∞ .  
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Khi V 0= , toán tử ( )
, 1

( )
=

−∑
n

i ij j
i j

D a D u x  và 
, 1

( )
=

−∑
n

ij ij
i j

a D u x  với hệ số liên tục đã được 

nghiên cứu trong (Gilbarg & Trudinger, 1983). Lí thuyết chính quy pL  cho toán tử vi phân 
bậc hai với hệ số không liên tục được nghiên cứu rộng rãi trong ba thập kỉ. Một lớp hệ số 
không liên tục quan trọng chính là lớp hàm VMO. Lí thuyết về toán tử vi phân hệ số VMO 
được khởi xướng bởi (Chiarenza, 1991) và tiếp nối bởi (Chiarenza, 1993) và (Bramanti & 
Cerutti, 1993). Một số kết quả khác cho toán tử dạng divergence với hệ số BMO được phát 
triển bởi nhóm nghiên cứu của Caffarelli (Caffarelli & Peral, 1998) và sau đó là Byun (Byun, 
2004). Năm 2020, tác giả Bùi Thế Anh (Bui, 2020) đã xây dựng lí thuyết chính quy cho toán 

tử 
, 1

( )
=

− ∑
n

t ij ij
i j

u a D u x trên không gian Musielak-Orlicz. 

Khi 0≠ , tác giả Bramanti và cộng sự (Bramanti, 2012) xây dựng kết quả chính quy 

pL cho toán tử 
, 1

( ) ( ) ( ) ( )
n

ij ij
i j

Lu x a D u x x u x
=

= − +∑   với hệ số VMO và thế vị   thỏa mãn điều 

kiện Holder ngược. Đặc biệt là nhóm tác giả Guixia Pan và Lin Tang (Guixia Pan & Lin 
Tang, 2016) đã mở rộng kết quả trên cho cả toán tử loại Schrodinger dạng divergence và 
non - divergence với hệ số thuộc không gian ( )BMOθ ρ  là mở rộng thật sự của không gian 

BMO cổ điển. Lớp không gian ( )BMOθ ρ  này được giới thiệu trong (Bongioanni, 2011). 

Gần đây, nhóm nghiên cứu của tác giả Lê Xuân Trường (Le et al., 2020) đã mở rộng kết quả 
của nhóm tác giả Guixia Pan và Lin Tang cho không gian Orlicz. 

Kế thừa các kĩ thuật trong (Guixia Pan & Lin Tang, 2016) và (Le et al., 2020), chúng 
tôi xây dựng đánh giá Lebesgue có trọng cho cả toán tử loại Schrodinger dạng divergence 
và non – divergence.  

ij ijL a D= +∑   và ( ) .i ij jD a D= − +∑   

Mục đích chính của bài báo là xây dựng các đánh giá cho 2D u  với Lu F=  và 2D v  
với ( )Lv div F=  trong không gian Lebesgue có trọng (xem Định lí 3.1 và 3.2). Trường hợp 

1ω ≡  đã được chứng minh bởi Guixia Pan và Lin Tang (Guixia Pan & Lin Tang, 2016). 
 Cấu trúc của bài báo: phần 1 giới thiệu lược sử vấn đề, phần 2 cung cấp một số kiến 
thức chuẩn bị như không gian hàm, các đánh giá cần thiết cho chứng minh định lí chính. Nội 
dung chính của phần 2 là xây dựng bất đẳng thức loại Fefferman – Stein cho các hàm cực 
đại liên kết với thế vị   (xem Bổ đề 2). Cuối cùng, tính chính quy cho các toán tử loại 
Schrodinger được đưa ra trong mục 3.   
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Chúng tôi xin lưu ý rằng kí hiệu C  để chỉ hằng số dương không phụ thuộc vào các 
tham số chính cố định và giá trị có thể thay đổi trên cùng một dòng hoặc giữa các dòng. Kí 

hiệu ( ) ( )B x,r B x, rλ = λ . 

2. Đánh giá chính quy cho toán tử loại Schrodinger 

Trong suốt bài báo này, ta luôn giả sử u  là hàm số xác định trên n
 . Ta có các kí 

hiệu sau đây 
2

, .
j i jj x ij x x

j i j

u uD u u D u u
x x x
∂ ∂

= = = =
∂ ∂ ∂

 

Ta kí hiệu vecto gradient và ma trận Hessian của u  lần lượt là 
2

2,x xx
i j

uDu u u D u u
x x

 ∂
= ∇ = = =   ∂ ∂ 

. 

2.1. Các không gian hàm  
2.1.1. Không gian Sobolev và không gian Lebesgue có trọng 

Ta nói ω  là một hàm trọng nếu 1
loc ( )nLω∈ 

 không âm. 

Định nghĩa 2.1. Cho hàm trọng ω  thỏa mãn  
11

11 1sup ( )d d ,
| | | |

p

p

B BB
x x x

B B
ω ω

−

−
  

< ∞     
∫ ∫  

với mọi quả cầu B  trong n  và 1 p< < ∞ . Khi đó ta nói pAω∈ . 

Đối với trường hợp 1p =  và p = ∞ , ta định nghĩa như sau: 
(i) Gọi M  là toán tử cực đại Hardy – Littlewood, khi đó 

1 0 : .A C Cω ω ω∈ ⇔ ∃ > M   

(ii)  Kí hiệu 
1

p
p

A A∞ =


. 

Cho ω  là một hàm trọng và tập Ω  mở trong n
 , ta định nghĩa không gian Lebesgue 

có trọng như sau : 
Định nghĩa 2.2. 

Tập tất cả hàm f  khả tích Lebesgue trên Ω  sao cho  

( )
1

( )
| ( ) | ( )d , 0 ,p

p p
L

f f x x x p
ω

ω
Ω Ω
= < ∞ < < ∞∫  

được gọi là không gian Lebesgue có trọng ω , kí hiệu là ( )pLω Ω . 
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2.1.2. Không gian pB  

Ta nói hàm thế vị không âm 1
loc ( )∈ 

nL  thuộc lớp pB  với 1 p< ∞  nếu tồn tại hằng 

số 0C >  sao cho với mọi nx∈  và số (0, )r∈ ∞  thì ta luôn có  
1/

( , ) ( , )

1 1( ) d ( ) d .
| ( , ) | | ( , ) |
   
   
   

∫ ∫
p

p

B x r B x r
y y C y y

B x r B x r
    

Ta nói   thỏa mãn điều kiện *

2
nB , nếu như: 

(i) 
2

( ) nx B∈  và 
2( )
( )

Cx
xρ

  , 

(ii) 
3| |
( )

C
xρ

∇   và 2
4| |
( )

C
xρ

∇   . 

2.1.3. Không gian ( )BMOθ ρ  

Ta giới thiệu hàm ρ  liên kết với thế vị  đóng vai trò quan trọng trong lí thuyết giải 
tích điều hòa liên kết với toán tử loại Schrodinger: 
Định nghĩa 2.3. Hàm số : (0, )→ +∞

nρ , được xác định bởi 

2 ( , )

1( ) sup 0 : ( ) d 1 .n B x r
x r y y

r
ρ −

 = > 
 ∫    

Ta có kết quả sau:     

Bổ đề 2.4. (Shen, 1995) Giả sử 
2
np  và pB∈ . Khi đó tồn tại 0 0k >  và 0 0C >  sao cho 

( )
0

0
0 1

0
0

.1 | | | |( ) 1 ( ) ( ) 1
(

,
( )

,
)

−
+   − −

+ +   


∀
 

∈




k
k

n
k

x y x yx y C x
C

x
x

y
x

ρ ρ ρ
ρ ρ

   

Định nghĩa 2.5. Ta nói hàm f  thuộc không gian BMO cổ điển nếu 

( )0
0

,, 0 0

1: sup ( ) d ,
| ( , ) |n

BBMO B x rx r
f f y f y

B x r∈ >
= − < ∞∫



 

trong đó 
00 ( , )

1 ( )d
| ( , ) |B

B x r

f f x x
B x r

= ∫ . 

Ta xét một mở rộng không gian BMO cổ điển này bằng cách liên kết với hàm ρ  đã 
định nghĩa ở trên: 
Định nghĩa 2.6. Cho 0θ > , kí hiệu ( )BMOθ ρ  là tập các hàm f  sao cho  

( , )

1 ( ) d 1 ,
| ( , ) | ( )BB x r

rf y f y C
B x r x

θ

ρ
 

− + 
 

∫   

với mọi nx∈  và 0r > . 
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Ta nhận xét rằng ( )BMO BMOθ ρ⊂  và là mở rộng thật sự của không gian BMO cổ 

điển. Chuẩn trong không gian ( )BMOθ ρ  kí hiệu là [ ]f θ , chính là infimum tất cả các hằng 

số C  thỏa mãn bất đẳng thức trên. 
2.3. Hàm cực đại và tính bị chặn 

Bổ đề 2.7. (Bongioanni, 2011, Mệnh đề 2) Tồn tại một dãy { } 1≥k k
x  trong n

  sao cho họ 

quả cầu ( )( ){ }
1

,k k k k
Q B x xρ

≥
=  thỏa mãn các tính chất sau: 

(i) 
1

n
k

k

Q
≥

= 


. 

(ii) Với mọi 1σ  tồn tại các hằng số 0C >  và 1 0N >  sao cho 1

1
1

k

N
Q

k
Cσ σ∑


 . 

Trước hết ta xét một toán tử cực đại mới là mở rộng của toán tử cực đại cấp phân số,  

0
0

1

( , ) 0 ( , )

1( ) sup | ( ) | d
| ( , ) |

p
p

p
z B x r B x r

f z f y y
B x r∈

 
=   

 
∫M . 

Ta có bổ đề nổi tiếng sau đây. 
Bổ đề 2.8. Với mọi ( ),1p nf L pω∈ < < ∞  và pAω∈ . Khi đó ta có 

| ( ) | ( )d | ( ) | ( )d .
n n

p p
p f x x x C f x x xω ω∫ ∫M

 

  

Thực chất, ta có thể hiểu đây là tính bị chặn của chuẩn trong không gian Lebesgue có 
trọng. Tức là ta có thể viết lại 

( )( )
.p np np LL

f C f
ωω

M




  

Giả sử 0α > , kí hiệu ,ρ α  là họ các quả cầu có bán kính thỏa r αρ , tức là 

{ }, : ( , ) : , ( ) .nB y r y r yρ α αρ= ∈   

Cho 1
loc0, ( )ng Lα > ∈   và nx∈ . Ta định nghĩa  

,

,
1( ) sup | ( ) | d

| | Bx B
g x g y y

Bρ α

ρ α
∈ ∈

= ∫M


 

và 

,

,
1( ) sup | ( ) | d .

| | BBx B
g x g y g y

Bρ α

ρ α
∈ ∈

= −∫M


  

Không mất tính tổng quát, ta luôn giả sử rằng ( )∞∈ 

n
cu C . Khi đó ta có 
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Bổ đề 2.9. (Guixia Pan & Ling Tan, 2016, Bổ đề 3.8) 

Giả sử { }( ), , 1, 2,..,∈ ∀ ∈ija BMO i j nθ ρ  và *

2

∈ nB . Với mỗi 1 ,< < ∞q v , tồn tại hằng số 

C  sao cho với mọi ( )∞∈ 

n
cu C  ta có 

( ) ( ) ( ),4
, 1

( ) ( ) ( ).
=

  + ∑M M M
n

ij ij qv ij
i j

qD u z C a D u z C Lu zρ θ
  

Bổ đề 2.10. (Guixia Pan & Ling Tan, 2016, Bổ đề 3.9) 
Cho { }1 , , ( ), , 1, 2,..,< < ∞ ∈ ∀ ∈ijq v a BMO i j nθ ρ  và ( )=u div F . Nếu nB∈ thì 

tồn tại hằng số C  sao cho với mọi ( )∞∈ 

n
cu C  ta có 

( ) ( ) ( )( ) ( ),4
, 1

( ) ( ) ( ) ( ),
=

  + + ∑M M M M
n

m ij qv j j
j

q q
i

D u z C a D u z D u z C F zρ θ
  

trong đó {1, , }∈ m n  và đúng với hầu khắp nơi nz∈ . 
Bổ đề 2.11. (Guixia Pan & Ling Tan, 2016, Bổ đề 3.10)  

Giả sử 1 ,< < ∞q v , ( ) { }, , 1, 2,..,∈ ∀ ∈ija BMO i j nθ ρ . Nếu *

2

∈ nB  thì tồn tại hằng 

số C  sao cho  

( ) ( )
, 1

1 | ( ) | d [ ] inf ( ) inf ( ),
| | ∈

=
∈

+∫ ∑ M Mij ij qv ijQ y Q

n

y Q q
i j

D u x x C a D u y C Lu y
Q θ  

trong đó 0 0( , ( ))Q B x xρ= . 

Bổ đề 2.12. (Guixia Pan & Ling Tan, 2016, Bổ đề 3.11) 
Cho { }( ), , 1, 2,..,∈ ∀ ∈ija BMO i j nθ ρ  và ( )=u div F . Giả sử ∈ nB  và 1 ,< < ∞q v . 

Khi đó tồn tại hằng số C  sao cho 

( ) ( )( ) ( )
, 1

1 ( )d inf ( ) inf ( ) inf ( ),
| | ∈ ∈ ∈

=

  + + ∑∫ M M M
n

m ij qv j jQ y Q y Q y Qi j
q qD u x x C a D u y D u y C F y

Q θ
  

trong đó ( )( )0 0,Q B x xρ=  và  , {1,2, , }m k n∈  . 

Cuối cùng ta mở rộng kết quả so sánh giữa các toán tử cực đại đã định nghĩa. Cho E  
là tập đo được Lebesgue và pAω∈  là một hàm trọng, kí hiệu:  

( ) ( )d .
E

E x xω ω= ∫  

Khi đó ta có bổ đề sau 
Bổ đề 2.13. Cho 1{ }k kQ ∞

=  là dãy các quả cầu ở Bổ đề 2.7 và  1 p< < ∞ . Khi đó tồn tại ,β γ  

và hằng số C  sao cho khi đó với mọi 1
loc ( )ng L∈   ta có 
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, , 2

1( ) ( )d ( ) ( )d ( ) | ( ) | d ,
| 2 |
 

+  
 

∑∫ ∫ ∫M M
 

n n
k

p
pp

k Q
k k

g y y y C g y y y C Q g y y
Qρ β ρ γω ω ω 

trong đó 2 kQ  là quả cầu có cùng tâm với kQ  nhưng có bán kính gấp đôi. Hơn nữa, ta có 

thể chọn 2
0

1
2C

β =  ( 0C  là hằng số xuất hiện trong Bổ đề 2.4) và 2=γ . 

Chứng minh. Ý tưởng chính của bổ đề này là sử dụng bất đẳng thức Fefferman – Stein trong 
(Pradolini & Salinas, 2007) và sử dụng ý tưởng chứng minh của Bổ đề 2 trong (Bongioanni, 
Harboure, & Salinas, 2011). Trước hết ta định nghĩa các hàm sau  

( )

1( ) sup | ( ) | d
| |Q B Qy B Q

g y g z z
B ∩∈ ∈

= ∫M


 

và 

( )

1( ) sup | ( ) | d ,
| |Q B QB Qy B Q

g y g z g z
B Q ∩∩∈ ∈

= −
∩ ∫M


 

trong đó 0 0( ) { ( , ) : , 0}Q B y r y Q r= ∈ > . Ta đặt 2
0

1
2C

β =  ( 0C  là hằng số xuất hiện trong 

Bổ đề 2.4) và 4γ = , bằng cách chọn như vậy, theo trang 121 trong (Bongioanni, 2011) ta 
thu được  

, 2 2 2 2 ,2( ) ( )( ) và ( )( ) ( ).Q Q Q Qg y g y g y C g yρ β ρχ χM M M M    

Hơn nữa, theo định nghĩa thì  
1( ) ( ) | | d ( ) | | .

| |Q Q Q Q QQ
g y g y g y g y g

Q
+ = +∫M M M    

Vậy , ,2 2( ) ( ) | | .+M M Qg y C g y C gρ β ρ   

Kết hợp với tính chất của họ các quả cầu trong Bổ đề 2.4 ta thấy  

, ,( ) ( )d ( ) ( )d
n

k

p p

Q
k

g y y y g y y yρ β ρ βω ω∑∫ ∫M M


  

                                             ( ),2 2( )( ) ( )d | | ( )d+∑ ∑∫ ∫M
k

k k

pp

QQ Q
k k

C g y y y C g y yρ ω ω   

                                             ( ),2 2( )( ) ( )d | | ( )d+∑ ∑∫ ∫M
k

k k

pp

QQ Q
k k

C g y y y C g y yρ ω ω   

                                             ( ),2 2( )( ) ( )d ( ) | | .+ ∑∫ M


n k

pp

k Q
k

C g y y y C Q gρ ω ω   

Nhớ lại rằng 2
2

1| | | ( ) | d
| 2 |k

k

Q
k Q

g g y y
Q

= ∫ , chứng minh được hoàn thành.  
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3. Kết luận  
Ta chứng minh các kết quả chính của bài báo. 

Định lí 3.1. Giả sử ( )∈ija BMOθ ρ , 1 p< < ∞  và pAω∈ . Nếu *

2

∈ nB  thì tồn tại các hằng 

số 0ε >  v 0>C à  sao cho nếu [ ]ija θ ε<  thì 
2

( )( )
,





p np n LL
D u C Lu

ωω

  

 
Chứng minh.   

Theo định nghĩa của ,ρ βM , ta có  

,( )
|( )( ) | ( )d | ( )( ) | ( )dp n n n

p p p
ij ij ijL

D u D u x x x D u x x x
ω

ρ βω ω= ∫ ∫ M


 

   

Sử dụng Bổ đề 2.13 ta được        

,4( ) 2

1( )( ) ( )d ( ) | ( ) | d .
| 2 |
 

+  
 

∑∫ ∫M




p n n
k

p
pp

ij ij k ijL Q
k k

D u C D x x x C Q D y y
Qω

ρ ω ω      (3.1) 

Chọn , 1>q v  sao cho 1< <qv p . Theo Bổ đề 2.9 ta có  

,4
, 1

( )( ) ( )d [ ] ( )( ) ( )d ( )( ) ( )d
=

+∑∫ ∫ ∫M M M
  

n n n

np p p

ij ij qv ij q
i j

D x y x C a D u x x x C Lu x x xρ θω ω ω

 

, 1
( ) ( )

( ) ( ) .
=

+∑ M M
 

p n p n

p pp
qv ij qL

n

i j
L

C D u C Lu
ω ω

ε  

Tiếp tục sử dụng Bổ đề 2.11 và ý (ii) Bổ đề 2.7 ta thu được 

2 2 2

1 1(2 ) | ( ) | d | ( ) | d ( )d
| 2 | | 2 |k k k

p p

k ij ijQ Q Q
k kk k

Q D y y D y y x x
Q Q

ω ω
   

=   
   

∑ ∑∫ ∫ ∫  

1

2

2
, 12

, 12

,

2

( )( ) ( )d | ( )( ) | ( )d

( )( ) ( )d | ( )( ) | ( )d

( )( ) ( )d | ( )( ) | ( )d .

=

=

=

+

+

+

∫

∫

∑ ∑ ∑∫ ∫

∑ ∑ ∑∫

∑ ∫

M M

M M

M M







k k

k

n

k

n

k

n

n pp p
qv ij qQ

k i j kQ

n pp p
qv ij q

i j k kQ

i

Q

n pp p
qv j q

i j

Q

C D u x x x C Lu x x x

C D u x x x C Lu x x x

C D u x x x C Lu x x x

ε ω ω

ε ω ω

ε ω ω

χ χ







 

Áp dụng hai đánh giá trên vào (3.1) ta được 

,
( ) ( )

1
( )

( ) ( ) .
=

+∑ M M
  

p n p n p n

p p pp
ij qv ij qL

n

j
L

i
L

D u C D u C Lu
ω ω ω

ε  (3.2) 

Cuối cùng ta sử dụng tính bị chặn của toán tử cực đại thì thu được 
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( ) ( )
( )M

 

p n p n

p p

qv ij ijL L
D u C D u

ω ω
   và  ( )( )

( ) .M




p np n

p p
q LL

Lu C Lu
ωω

  

Một lần nữa, sử dụng đánh giá này vào (3.2) thì 

( )( ) ( )
, 1

.
=

+∑


 

p np n p n

p p pp
ij ij LL L

n

i j
D u C D u C Lu

ωω ω
ε  

Ta lấy tổng vế trái theo i, j 1,.., n=  và chọn 2
1

2
p

Cn
ε < , khi đó ta nhận được 

2
( )( )

.




p np n

p p

LL
D u C Lu

ωω

  

Vậy ta đã chứng minh xong định lí.  
Định lí 3.2. Cho ( ) { }, , 1, 2,..,∈ ∀ ∈ija BMO i j nθ ρ , 1 p< < ∞  và pAω∈ . Giả sử 

( )=u div F , nếu nB∈  thì tồn tại các hằng số 0ε >  và 0>C  sao cho nếu [ ]ija θ ε<  

thì 

( ) ( )
.

 

p n p nL L
Du C F

ω ω
  

Chứng minh. Chứng minh hoàn toàn tương tự Định lí 3.1 trong đó Bổ đề 2.10 thay cho Bổ 
đề 2.9 và Bổ đề 2.12  thay cho Bổ đề 2.11.  
 

 Tuyên bố về quyền lợi: Tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
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ABSTRACT 

Recently, the theory of Schrodinger operators has attracted the interest of many 
mathematicians in both harmonic analysis and partial differential equations. Research directions 
focus on two types of operators in the form of divergence and non-divergence. This paper focuses on 
these two types. We prove the regularization results in weighted Lebesgue spaces for two types of 
equations: 

, 1
( ) ( ) ( ) ( ),

=

= − +∑
n

ij ij
i j

Lu x a D u x x u x  

and 

( )
, 1

( ) ( ) ( ) ( ),
=

= − +∑
n

i ij j
i j

Lu x D a D u x x u x  

where the coefficient ( )ija  belongs to the new BMO class associated with the potential  , which 

contains the classical BMO class. 
We used some necessary results on maxima functions associated with the potential  and 

boundedness of the Riesz transform in weighted Lebesgue space. Our results generalize some of the 
results of Pan and Tang (2016). 

Keywords: divergence; non-divergence, Schrodinger equation; Schrodinger operator; 
weighted Lebesgue space 
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