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1. Đặt vấn đề
Nước là tài nguyên thiết yếu của sự sống, phục 

vụ cho mọi hoạt động của con người. Thực tế, ngoài 
việc sử dụng nguồn nước mặt được lấy từ các con 
sông trong vùng, việc nghiên cứu sử dụng nguồn 
nước ngầm là điều cần thiết. Trong chiến lược phát 
triển lâu dài, nước ngầm vẫn là nguồn nước tốt nhất 
phục vụ cho sinh hoạt, tưới tiêu trong nông nghiệp 
và các vấn đề khác bởi những ưu điểm của nó.

Việc nghiên cứu nước ngầm cũng đã được các 
tác giả trong nước và trên thế giới nghiên cứu bằng 
các phương pháp khác nhau. Trong thế kỷ 21, một 
số công trình nghiên cứu về thủy văn nước dưới đất 
đã được công bố như Husam Baalousha (2011) [2], 
Karatzas (2017) [6], Sikdar (2019) [15],  Říha và cộng 
sự (2020) [14], Karamouz và cộng sự (2020) [5], Ke 
và cộng sự (2021) [8]... Phương pháp phần tử hữu 
hạn tuy rất phức tạp và khó hiểu nhưng có độ chính 
xác cao, lưới mềm dẻo có thể phủ miền biên bất kỳ. 
Ưu điểm nổi bật của phương pháp phần tử hữu hạn 
cho bài toán có nhiều loại vật liệu khác nhau và cho 
các điều kiện biên bất kỳ. Khi áp dụng cho bài toán 
chất lỏng, thường sử dụng phương pháp phần tử 
hữu hạn Galerkin [1] [3] [4] [7] [9-13].

Bài báo xác định trữ lượng, sự thay đổi mực 
nước ngầm cũng như vận tốc thấm trong quá trình 
khai thác nước ngầm tại Thành phố Kon Tum; các 
tác giả thiết lập chương trình tính toán theo phương 
pháp phần tử hữu hạn Galerkin để giải phương 

trình thấm không ổn định; dự báo sự thay đổi mực 
nước ngầm và vận tốc thấm khi có các phương án 
khai thác nguồn nước trong khu vực nghiên cứu. 

2. Lý thuyết tính toán
Dòng thấm trong đất được tính toán dựa theo 

phương trình thấm, được thiết lập dựa vào định 
luật Darcy và phương trình liên tục về dòng thấm. 
Trong những điều kiện có phân bố địa chất theo 
chiều sâu ít thay đổi, ta có thể áp dụng phương 
trình thấm hai chiều ngang (2DH) để tính toán. 

2.1. Phương trình dòng thấm hai chiều ngang không 
ổn định: 
Phương trình dòng thấm không ổn định hai 

chiều ngang được viết như sau:
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   Trong đó Ss: lượng trữ riêng của tầng thấm nước; 
t: thời gian tính (sec); h: Cột nước thấm tính toán 
(m); Kx, Ky: Hệ số thấm theo các phương x, y; q: lưu 
lượng tại điểm nguồn, q có giá trị (-) nếu lưu lượng 
lấy ra khỏi miền và ngược lại.

2.2. Rời rạc theo không gian
Theo không gian áp dụng phương pháp phần tử 

hữu hạn Galerkin; hàm nội suy được chọn có dạng sau: 
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ỨNG DỤNG PHƯƠNG PHÁP PHẦN TỬ HỮU HẠN GALERKIN ĐỂ MÔ PHỎNG 
DÒNG THẤM KHÔNG ỔN ĐỊNH HAI CHIỀU NGANG 
APPLICATION OF THE GALERKIN FINITE ELEMENT METHOD FOR SIMULATING TWO-
DIMENSIONAL HORIZONTAL UNSTEADY SEEPAGE FLOW

 ➲GS.TS Nguyễn Thế Hùng, TS. Lương Nguyễn Hoàng Phương - Trường Đại học Nam Cần Thơ
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Tóm tắt: Trong bài báo này, nhằm xác định được trữ lượng, sự 
thay đổi mực nước ngầm cũng như vận tốc thấm trong quá 
trình khai thác nước ngầm tại Thành phố Kon Tum; các tác giả 
dựa vào các số liệu thu thập được và thiết lập chương trình 
tính toán theo phương pháp phần tử hữu hạn Galerkin để 
giải phương trình vi phân về dòng thấm không ổn định hai 
chiều ngang. Từ đó làm cơ sở để dự báo sự thay đổi mực nước 
ngầm và vận tốc thấm trong đất khi có phương án khai thác 
nguồn nước ngầm khác. 
Từ khóa: Phương pháp phần tử hữu hạn Galerkin, dòng thấm 
2 chiều ngang, khai thác nước ngầm.

Abstract: In this paper, to determine the storage capacity, 
groundwater level variations, and seepage velocity during 
groundwater exploitation in Kon Tum City; the authors rely 
on collected data and develop a computational program 
based on the Galerkin finite element method to solve the 
differential equation for two-dimensional unsteady seepage 
flow. This serves as the basis for predicting changes in 
groundwater levels and seepage velocity in the soil under 
different groundwater exploitation scenarios.
Keywords: The Galerkin finite element method, two-
dimensional horizontal seepage flow, groundwater 
exploitation.
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h(e): giá trị gần đúng của cột nước thuỷ lực trong 
phần tử e; Ni: hàm dạng tại nút i trong phần tử e; n: 
số nút của phần tử e; hi: giá trị chưa biết của cột áp 
thuỷ lực tại nút i của phần tử e.

Áp dụng phương pháp phần tử hữu hạn Galerkin 
thiết lập ở dạng yếu, sử dụng tích phân từng phần 
cho đạo hàm bậc 2 và giả sử tại mỗi phần tử e các 
giá trị của hệ số thấm theo các phương x, y là không 
thay đổi, ta có:
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l, m: cosin chỉ phương của vectơ pháp tuyến 
hướng ra ngoài tại biên; ( )e

xK , ( )e
yK : hệ số thấm 

tương ứng theo các phương x, y của phần tử e; A(e): 
diện tích của phần tử. Theo các kết quả trên, chúng 
ta đặt tổng đại số của hai số hạng đầu của (4) là:
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Số hạng thứ ba sẽ là: 	
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Có thể viết lại dưới dạng ma trận như sau: 	
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[C(e)]: ma trận phần tử dung lượng, với: 

					              � (8)
( )

( )
1

( ) ( ) ( )
1

( )

( ) .
.....

.e

e

e e e
S n

A
e

n

e

N

S N N dxdy

N

C

 
 
           
 
  

= ∫∫

	     
Trong bài báo này, chúng tôi dùng công thức 

phần tử gộp để tính [C(e)]. Đối với phần tử tam giác 
có ba đỉnh là nút i, j, k ta có kết quả sau: 
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Ta có:				     � (10)
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2.3. Rời rạc theo thời gian bằng sai phân trọng số
Đối với toàn miền tính toán, ta có ma trận dung 

lượng tổng thể với p nút, m phần tử:
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Tập hợp các phương trình viết cho tất cả các 
phần tử của toàn miền tính toán ta được:
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Chúng ta định nghĩa hai vectơ {h*} và {h} 
như sau:
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Phương trình (12) có thể viết lại:
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Áp dụng sai phân theo thời gian:	
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Vậy: 	 ( ) (1 ) ( ) ( )h h t h t tε ω ω= − + + ∆ 	�  (18)
Mở rộng cho vector  h, F, G:
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Thay các công thức trên vào phương trình (14) 
ta có:

					�      (22)

( ){ }
( ){ }

{ } { }( )
{ } { }( )

(1 )

(1 )

(1 )

t t

t

t t t

t t t

C t K h

C t K h

t F F

t G G

ω

ω

ω ω

ω ω

+∆

+∆

+∆

    =  

   =   

+

+ ∆

− − ∆ +

∆ − +

+∆ − +
   

Giá trị của {h} tại thời điểm ban đầu  t = t0 là:  = 
giá trị cho trước. Dùng phương trình (22), sau khi 
ghép nối các phần tử và gán điều kiện biên, giải tìm 
giá trị của {h} tại thời điểm cuối của bước thời gian 
thứ nhất {h}t0+Δt. Tiếp đến đặt: {h}t = {h}t0+Δt. Quá 
trình này được lặp cho các bước tiếp theo. Trong bài 
báo này, chúng tôi chọn cách giải Cholesky vì đơn 
giản, hiệu quả tính toán cao, tiết kiệm bộ nhớ và độ 
ổn định số tốt.

Để giải bài toán thấm, chương trình được viết 
theo sơ đồ khối như Hình 1.

3. Áp dụng tính toán cho khu vực Thành phố Kon Tum
3.1. Giới thiệu khu vực
Thành phố Kon Tum nằm ở khu vực Bắc Tây 

nguyên, hiện tại nguồn nước cung cấp cho thành 
phố chủ yếu là nước mặt lấy từ sông Đăk Bla. Sự 
phát triển đô thị trong những năm gần đây dẫn đến 
nhu cầu về nước tăng rất nhanh. Đối với Thành phố 
Kon Tum trong chiến lược phát triển lâu dài, nguồn 
nước ngầm vẫn là nguồn nước tốt nhất cho sinh 
hoạt và các hoạt động khác.

3.2. Miền tính toán
Trên cơ sở bản đồ địa chất thủy văn khu vực 

Thành phố Kon Tum, tiến hành khoanh vùng tính 
toán. Dùng mô hình GMS để chia lưới tự động hai 
chiều ngang (2D). Miền tính toán và hệ trục tọa độ 
thể hiện trong hình 2. Hệ số thấm của tầng chứa 
nước khu vực tính toán: Kx = Ky = 2.67m/ng. Hệ số 
trữ nước Ss = 0.185	

 

3.3. Điều kiện biên và điều kiện ban đầu
+ Điều kiện ban đầu: Tại thời điểm t = 0 ta lấy 

cao trình mực nước ngầm trung bình trên toàn 
miền H = 515(m)

+ Điều kiện biên mực nước: Dựa vào mực 
nước tỉnh trong các lỗ khoan ta tính toán và nội 
suy được cao trình mực nước ngầm (so với mặt 
nước biển) dọc theo biên của miền tính toán, giá 
trị cho ở Bảng 1.

+ Trên các biên còn lại dòng chảy vào bằng 
không (Q = 0).

+ Trong khu vực có 04 lỗ khoan bơm thí nghiệm 
với lưu lượng bơm như sau :

- Lỗ khoan Tỉnh đội: Q = 259,2m3/ngđ, nút lưới 
số: 500, tọa độ (16053.0, 13222.0)

- Lỗ khoan 160: Q = 363,6m3/ngđ, nút lưới số: 
375, tọa độ (12207.0, 11433.0)

- Lỗ khoan TĐ4: Q = 527,9 m3/ngđ, nút lưới số: 
515, tọa độ (13924.0, 10199.0)

BẮT ĐẦU

Đọc số liệu đầu vào của bài toán

Gọi chương trình con ASMBKC

Gọi chương trình con DECOMP, RHS

Giải hệ phương trình ma trận tính mực nước ngầm

Gọi các chương trình con:
NODES, ELEMENTS, MATERL, BOUND, INITIAL, DUMP...

Giải bài toán thấm không ổn định theo từng 
bước thời gian Dt

Xác định trường vận tốc

In kết quả tính mực nước và trường vận tốc

Tăng bước thời gian tính toán Dt

Kiểm tra Dt  Tgh

Stop

Đúng

Sai

Hình 1. Sơ đồ giải bài toán thấm theo phương pháp phần tử hữu hạn
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- Lỗ khoan 154: Q = 394,6 m3/ngđ, nút lưới số: 
217, tọa độ (13334.0, 5727.0)

+ Thời gian tính toán T = 100 ngày
+ Bước thời gian tính toán dt = 1 ngày
3.4. Kết quả tính toán
Từ chương trình đã thiết lập, chúng tôi tiến 

hành nhập dữ liệu đầu vào ứng với các điều kiện 
biên và điều kiện ban đầu đã cho. Từ kết quả tính 
toán vẽ được các biểu đồ đường đẳng mực nước và 
đẳng vận tốc thấm thể hiện ở hình vẽ từ Hình 3 ÷ 5.

Dựa trên đồ thị vẽ được từ kết quả tính toán, ta 
thấy càng gần các lỗ khoan mực nước ngầm càng hạ 
thấp, ví dụ như lỗ khoan TĐ4 ứng với thời gian tính 
toán 100 ngày thì bán kính ảnh hưởng R = 135m, 
độ hạ thấp mực nước S = 17m

Các số liệu tính toán dự báo ở đây rất cần thiết 
để làm cơ sở đặt máy bơm, cho phép tính toán được 
sự lún sụt của nền đất, khả năng xói ngầm khi bơm 
hút nước. Mực nước ngầm hạ thấp còn ảnh hưởng 
đến sự khai thác nước ngầm của các công trình lân 
cận đã có cũng như sự sinh trưởng và phát triển của 
cây trồng. 

3.5 Nhận xét:
Từ kết quả tính theo mô hình toán, có được 

những thông số cơ bản như sau:
Với lưu lượng bơm thí nghiệm: Mực nước ngầm 

tại các lỗ khoan dao động từ Hmin = 498m đến Hmax 
= 515.02m , vận tốc thấm Vmax = 0,383m/ngđ.

Với lưu lượng bơm khai thác: Mực nước ngầm 
dao động từ Hmin = 478m đến Hmax = 511.5m, vận 
tốc thấm Vmax = 0,842m/ngđ.

Từ kết quả trên, dự báo được sự thay đổi mực 

STT Tên 
nút

H(m) STT Tên 
nút

H(m) STT Tên 
nút

H(m)

1 531 514.5 10 522 513.45 18 183 526.2

2 399 514.5 11 488 513.45 19 141 526.2

3 442 514.5 12 441 513.45 20 105 526.2

4 489 514.5 13 398 513.45 21 74 526.2

5 523 514.5 14 350 513.45 22 7 515

6 536 514.5 15 304 513.45 23 6 515

7 538 514.5 16 261 513.45 24 5 515

8 540 514.5 17 223 513.45 25 4 515

9 535 513.45

Bảng 1. Điều kiện biên cột nước tại các nút

Hình 2. Miền tính toán và lưới phần tử hữu hạn

Hình 3. Đường đẳng mực nước ngầm (đường tô màu) ứng với lưu 
lượng bơm thí nghiệm trong miền tính toán; Thời gian tính toán T = 
100 ngày

Hình 4. Biểu đồ thống kê tần số xuất hiện của mực nước ngầm tại các 
nút của miền tính toán ứng với lưu lượng bơm thí nghiệm; Thời gian 
tính toán T = 100 ngày

Hình 5. Biểu đồ thống kê vận tốc thấm ứng với lưu lượng bơm thí 
nghiệm trong miền tính toán; Thời gian tính toán T = 100 ngày
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nước ngầm trong khu vực thành phố, làm cơ sở 
thiết kế cho các công trình khai thác nước ngầm 
được hợp lý. 

4. Kết luận
Nghiên cứu này đã xây dựng được thuật toán 

và chương trình giải phương trình dòng thấm 2 
chiều ngang. Theo chiều không gian, phương trình 
được rời rạc bằng phương pháp phần tử hữu hạn 
Galerkin; theo chiều thời gian bằng sai phân trọng 
số; lưới tính toán được chia theo phần tử tam giác. 

Từ kết quả tính toán về trữ lượng khai thác cho 
khu vực Thành phố Kon Tum; trữ lượng khai thác 
cho các công trình và cột áp, vận tốc thấm khi có 
các lỗ khoan khai thác dự kiến khác nhau trong 

khu vực, nghiên cứu đi đến kết luận: Với nhu cầu 
nước phục vụ cho sinh hoạt và các mục đích khác 
tại Thành phố Kon Tum trong tương lai có thể lên 
đến 20.000m3/ng; cho thấy trữ lượng khai thác khu 
vực tính toán đủ đảm bảo cung cấp, nhưng cần phải 
có những giải pháp khai thác hợp lý để bảo đảm 
được tính bền vững lâu dài của nguồn nước ngầm.

Sự dao động của mực nước ngầm cộng với vận 
tốc thấm khá lớn có thể gây ra hiện tượng sụt lún và 
xói ngầm, ảnh hưởng đến chất lượng khai thác và 
sử dụng của các công trình xây dựng trong khu vực.
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Bảng 2. Kết quả tính mực nước ngầm, bơm thí nghiệm; T = 100 ngày

Bảng 3. Kết quả tính vận tốc thấm, bơm thí nghiệm; T = 100 ngày

Tên nút H(m) Tên nút H(m) Tên nút H(m)

1 515.01 10 515.00 19 515.01

2 514.99 11 515.00 20 515.00

3 515.00 12 515.01 21 514.99

4 515.00 13 515.00 22 515.00

5 515.00 14 515.01 23 514.97

6 515.00 15 514.99 24 514.97

7 515.00 16 515.00 25 515.01

8 515.01 17 515.01 26 514.99

9 515.02 18 515.00 27 515.00

Phần tử VX VY

1 3,022802E-05 3,392556E-05

2 1,353887E-05 -3,527735E-05

3 -3,621150E-05 2,006782E-05

4 -3,738575E-05 -1,109500E-05

5 -1,496355E-05 -2,834534E-05

6 1,521197E-06 2,363854E-06

7 -2,556552E-05 2,968310E-05

8 -3,472695E-05 -1,854174E-05

9 5,069930E-06 -4,243903E-06

10 3,584907E-06 -1,719370E-05

11 1,625387E-05 -1,034718E-05

12 1,459062E-05 5,107036E-06

13 9,169104E-06 -9,284460E-07

14 5,443236E-06 1,920697E-05

15 1,247229E-04 -2,781567E-05

16 8,948876E-05 1,012726E-04

17 8,108471E-05 1,035053E-04

18 9,809159E-05 7,002069E-05


