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22/8/2024 Bai bdo nay nghién ciru bai todn toi thiéu héa chi phi tuyén
Ngay nhan bai sira: duong c6 tham s6, tdp trung vdo tinh lién tuc Hausdorff cia cic
22/10/2024 danh xa nghiém xdp xi. Trudc hét, mé hinh t6i thiéu héa chi phi tuyén
Ngay duyét dang: dwong trong truong hop co tham 56 dwoc phan tich. T ié'p theo, cac
01/11/2024 khdi niém vé tinh lién tuc va tinh lién théng cung cia dnh xa dwoc
Tir khoa: trinh bay chi tiét. Dua trén gid thiét vé tinh twa 16i theo cung lién

Anh xa nghiém xap xi, cin bang
mang giao thong, tinh lién tuc
Hausdorff, vo hwong hoa phi tuyén.

théng ciia ham chi phi tuyén dwong, tinh lién tuc Hausdorff ciia dnh
x@ nghiém xap xi cho bai toan duoc thiét lap.

1. PAT VAN PE

Trang thai cin biang c6 vai tro thiét yéu
trong mang ludi giao thong, hd tro du bao va
t6i wu hoa diéu khién giao thong trong cac hé
thdng van tai. Wardrop (1952) da dé xuat mot
md hinh cin bang v6 hudng, trong d6 gia dinh
rang nguoi dung chon tuyén dudng co chi phi
thip nhat cho hanh trinh tir diém xuat phat
dén diém dén. Dya trén m6 hinh nay, Chen va
Yen (1993) mé rong thanh mé hinh cén bang
vécto, nhan manh ring ngudi ding s& lya
chon tuyén duong tdi vu Pareto cho chuyén di
cia ho. Ké tir do, nhiéu nghién ctru da tap
trung vao cac khia canh khac nhau cua bai
toan tbi thiéu chi phi tuyén duong dya trén mo
hinh can biang vécto, tiéu biéu nhu Hung
(2018), Wei va cong su (2021), cung cac tai
liéu tham khao lién quan.

Trong cac khao sat thyc té cia nhiéu bai
toan khac nhau, van dé chinh ma cac nha
nghién ctru gdp phai thudng 1a sb liéu xap xi
do viéc st dyng cac thiét bi do hodc do tin
cay cua két qua thdng ké. Nhirng yéu té nay
lam cho cac dir li¢u thu thap duogc thiéu do

tin cay va cé nhiéu han ché. Khi do, cac méd
hinh toan hoc dugc 4p dung trong viéc thé
hi¢n nhiing van d¢ nay duogc thiét ké dudi
dang gan dung, nham muc dich kiém soét cac
khia canh thiét yéu cta hién tuong trong thé
gidi thuc dang dugc nghién ctru. Khi nghién
ctru nhimg mo hinh gin dung, cac nha nghién
cttu thuong tim cach dé co duogc nghi¢m,
thuong dugce goi 1a “nghi€m chinh xac”. Tuy
nhién, viéc nhan ra cac nghiém dugc goi la
nghiém chinh x4c van 1a cic nghiém gan
dung 1a mot diéu quan trong. Vi vdy, nghién
ctru vé cac nghiém gan dung 1a mdi quan tim
16n trong viéc tmg dung va udce tinh thuc tién
(Khanh, 2007; Sisarat, 2020).

Dé dam bao rang du 1a nhimg thay d6i nho
trong dir li€u dau vao, ch'fmg han dit liéu dau
vao phu thudc vao cac tham s6, dan dén
nhiing thay dbi nho trong dir liéu xuat ra thi
viéc thuc hién cac bai kiém tra 1a vo cung
quan trong. Nhimg bai kiém tra nay 1a can
thiét dé dam bao tinh dang tin cdy, pham vi
nhidu va tinh c¢6 thé tng dung thyc té cla cac
anh xa nghiém trong cac vién canh thyc. Do
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d6, viéc khao sat tinh 6n dinh nghiém cua cac
md hinh ¢6 chira tham s6 14 rat can thiét, trong
d6 cac diéu kién du cho tinh lién tuc cia anh
xa nghiém trong cdc mé hinh chtra tham sb
ngay cang dugc quan tdm va dang duogc
nghién ctru rong rdi, bang ching 1a c6 nhiéu
nd lyc nghién ciru trong Li va Li (2011), Anh
va cac cong su (2020).

Pugc thuc diy boi cac yéu té da néu trén,
nghién ctru nay hudng toi viée kiém tra diéu
kién lién tuc Hausdorff cho bai toan téi thiéu
chi phi tuyén dudng vé6i tham sb trong truong
hop khong 16i. Bai bao gém hai két quéa chinh:
Thi nhat, mot biéu dién v hudng cua cac
ham gin dung ti thiéu chi phi tuyén duong
theo tham s& duge dua ra. Thi hai, cac diéu
kién du cho tinh lién tuc Hausdorff ctia anh xa
nghiém duoc tinh toan ma khong can dén gia
thiét vé tinh don diéu hay tinh 16i ctia ham chi
phi tuyén duong.

2. PHUONG PHAP NGHIEN CUU

Nghién ctru nay phan tich mot mang luéi
giao thong do thi dudi dang mang ludi cod
hudng, trong d6 cac nat dai dién cho cac diém
xudt phét, diém dén va cac diém giao cit, con
cac lién két biéu thi cic doan duong mot
chidu. Tap hop cac nat va cac lién két trong
md hinh dwoc ky hiéu lan luot 1a N va £, véi
c& hai tap hop déu hitu han. Trong mang ludi
giao thong d6 thi nay, mot tuyén duong tir nit
x dén nut vy duoc xac dinh nhu mot chudi cac
lién két lién ké trong tap hop £, cu thé 1a:

1,
a., = _
' 0, ngweeclai,
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(x,x h(xgxa), e (o xy ), (2, ),

trong d6 mdi x; thude Vé tap hop NV voi
j:=T,k Tap hop &{x,y)biéu thi tit ci cac
tuyén duong tir nat x &én nit y ma khong di
qua bat ky lién két nao hai lan. Didu déng luu
y1a R(x,y) va tap hop téng cac tuyén duong

R = l"‘.:‘-‘.'-\_'-.‘\"R(.xF‘."‘")’

déu 1a tap hop hiru han. Vi véy, tap hop tat ca
cac tuyén dudng trong mo hinh cé thé dugc
bicu dién dusi dang ® ={&,, ..., B }. Ddi véi
moi tuyén duong R, € R, ludng giao thong
duoc ky higu 1a £, va va chi phi di chuyén doc
theo tuyén duong 46 la e, Vécto
fi=(f.),== 12 phan luéng hodc ludng
duong va vécto C: = (c,),—r= biéu thi cho
chi phi phan ludng hodc chi phi tuyén. Tiép
theo, xét cac thudc tinh ctia phan bd Iuu luong
giao thong trong thyc té. Dau tién, tap hop tat
ca cac nhu cau di chuyén tir nut x dén nut y
dugc xac dinh, trong d6 nhu clu di chuyén p
duogc coi 1a tham sé ciia mang ludi c6 hudng.
Trong m6 hinh nay, cac gia tri p dugc gidi
han, do do, tap hop nhu cau P cling bi chan.
Thir hai, d6i v6i mdi lién két L, € £ chung t6i
biéu thi 13 sy gidi han stc chira dbi voi ludng
di chuyén doc theo lién két do 1a [0, F,], trong
do F, € R biéu thi cho stic chira toi da cua
ludng ddi voi lién két L. Sau d6, tuyén duong
lién két duge xac dinh boi

néu lién ket L, 13 mot phan cua tuven R,

va tap hop tat ca ludng duong co6 thé dap ing nhu cau di lai thudc tap hop nay cé thé duoc xac

dinh nhu sau:

n

SP)=f=f)=mpr(xy) = Z frn0 = Z a;, fr < F; (1)

Khi @6, ham c6 kha nang cung cap
5:P = R" duoc xac dinh bdi (1) 1a Lipschitz

Ry ER{x.y r=1

lién tuc v6i cac gia tri 16i khac réng, compact
trén tap P (xem trang 376 trong Rockafellar
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va Wets (2009)), va do d6 5(2) 1a compact vi
tinh hitru han cua tap 7.

Nhitng bién dong cia thi trudng din dén
su thay ddi chi phi tuyén duong, von chiu anh
hudéng boi nhu cdu p. Do d6, ham chi phi
tuyén  duong dugc xac dinh  la
c{f.2) = (c.(f.P)) == d6i voi moi ludng
duong kha th1 f ctia ngudn cung. Nguyén ly
n01 tiéng vé nguoi dung cua Wardrop néu
rang khi ludng giao thong dat dén trang thai
cdn bang, nguoi dung s& chi chon tuyén
duong c6 chi phi téi thiéu cho hanh trinh cua
ho. Véi mdi p € P, bai toan tbi thiéu hoa chi
phi tuyén duong theo tham sé dugc xac dinh
nhu sau:

Trong nghién cu cac bai toan thuc té,
ngudi ta thuong giai quyét dit liéu gan dung vi
¢6 su hién dién cua cac thiét bi do ludng hodc
cac két qua théng ké. Do dé, cac mé hinh toan
hoc dugc sir dung dé biéu thi nhiing bai toan
nay déu mang tinh gan dung. Dya trén nhiing
1y do néu trén, khai niém vé nghiém gin ding
cho bai toan chi phi téi tiéu cho tuyén duong
duoc gidi thiéu nhu sau.

Pinh nghia 1. V6i s € R.,e € int R?,
mot tuyén dudng f € 5(p) duoc goi 1a mot i
tiéu gan dung cho bai toan tdi tiéu chi phi
tuyén dudng theo tham s, viét Ia
f €Sol(s,p), néu khong ton tai bat ky
g € 5(p)sao cho

C(g.p) — C(f.p) + ce € —R% \ {0},

Chiy: V6imoi0 < g, <5, vap EP,co
mot Soi(s,,p) € Sol(s,,p).

Tiép theo, cac khai niém chinh duoc xem
xét lai, dong vai trd quan trong trong vi¢c phan
tich cac diéu kién 6n dinh cho bai toan tdi thiéu
hoa chi phi tuyén dudng theo tham sd.

Dinh nghia 2. (Avriel, 1980) Gia sir 0 14
mot tip con khic rong cua R™. Véi mdi cip

diém f,f € R", gia st T7;:[0,1] = R" 1a
mot ham lién tuc sao cho

[rs(0) =fvaTy (1) =f

Khi do, T s duoc goi la mot cung trén R”
véi diém dau £ va cuoi f Tap 0 duoc goi la
mot cung lién thong néu voi mdi cip diém
f, g trong 0, c6 mot cung [,  trén 0.

Pinh nghia 3. (Anh,2022) M6t ham vécto
C:R" = R" dugc goi la RZ-tya 101 ty nhién
theo cung lién thong 0 cia R" néu voi
f,g €N, ton tai mot cung I, , trén 0 sao cho
v6i mdi t €]0,1], ¢6 thé tim mot vai s €]0,1],
C(T; 4(1) € (1 = 5)C(f) + sC(g) — RE

Pinh nghia 4. (Luc, 1989) Mt ham vécto
C:R™ — R" dugc goi la

(2) R% -nua lién tuc dudi (RY -lsc) tai
£, € R® néu véi bt ky 1an can V cua C(f,),
ton tai mot vai 1an cin U cua f, sao cho
C(f)€ V+RIvéimoif €U

(b) RI-ntra lién tuc trén
fo € R" néu - C 1a R%-Isc tai f;;

(c) RZ -lién tyc tai f,
R}-usc va RZ-Isc tai f,.

(R -usc) tai
€ R" néu nd vira

Pinh nghia 5. [Gopfert cac cOng su
(2003)] Mot ham vécto W: R™ = R" duoc
goi la

(a) ntra lién tyc trén (usc) tai x, € R" néu
voi bat ky 1an can V cia W(x,), c6 mot vai
lan can U cua x;, sao cho W(U) = V;

(b) nira lién tuc dudi (Isc) tai x, € R" néu
voi bt ky tap mo V cia R® voi
W(xy) NV # 0, c6 mot vai lan can U cua x,
sao cho W(x) NV # 0 véimoi x € U,

,— ml}

(c) lién tyc tai x, € néu né vira usc va

Isc tai x,.

Pinh nghia 6. (Gopfert, 2003)]Mdt ham
da tri W: R" = R" duoc goi la
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(a) nua lién tuc tren Hausdorff (Husc) tai

o ER" neu v&i mdi 1an can V cua diém gdc
trong R", ton tai mot 1an can U cua X, Sa0
cho W(x) € W(x,)+ V véimoix € U

(b) nua lién tuc duoi Hausdorff (Hlsc) tai
x, € R" neu v6i mdi lan can V clia diém gdc
trong R", ton tai mot lan can U cua X sao
cho W(x,) € W(x)+ V véimoix € U

(c) lién tyc Hausdorff tai x, € R" néu nd

vira Husc va Hlsc tai x,,.

Bo dé 7. Gia st K: R" x R" = R" la nira
lién tuc trén c6 gia tri compact trén A X B.
Néu 4 1a compact, khi d6 ham w: R" = R"
duoc dinh nghia bdi

LT g ey T F . R, .
VI T ic—= Ricf X3 — 4
wWixg i, X §

im
!":“
—_—

14 usc trén B.

Chirng minh. Néu W khong usc tai X, €EB
thi ¢c6 mot 1an cén mo U cla W(x,), mot day
{x,}hoitu tai x,sao cho

gard . % Ly ___ _3
WX, ) & U, vol moln.

3. KET QUA VA THAO LUAN

KHOA HOC GIAO DUC - PAO TAO

Thc 13, ton tai v, € W(x,)\ U. Khi do,
cO mot a, €A sao cho vn € Kla,, x,). Tu
tinh compact cua A, chung t6i co thé gia su
rang lan, Jhoi tu taia, € A. Tir do, K 1a usc
voi gid tri compact tai (a,, x;), day {v, ] hoi
tw  tai  y, € K(agx,) . Do  do,
Vp € Wixy) « U VO Iy vi y, khong thude vao
‘U v6i moi n. Khi @6, W 1a usc trén B.

Pinh nghia 8. (Gopfert, 2003) Mot ham

vo huéng hoéa phi tuyén @,:R"™ — R duoc
dinh nghia
o (v):=inf{fA ER:v€ le — RL}L VY ER"

B6 dé 9. (Gopfert, 2003) Cac khang dinh
sau day luon ding

(a) voi moi A € R, @, (v) < A khi va chi
khi y € Ae — intRY;

(b) v6éi moi
AERYEY, @, (v +ie)=9,(y) +4

c) véimoiy,, v, € R", v, €y, — R} dan
1 1
dén @,(v,) € @.(v,) tai int R? dal dién cho
phin trong RZ.

Xétcachamsé &:R" x P x R" - Rva H,Q:R" x R, x P = R" dugc dinh nghia

$(g.p.f):= 9. (C(g. PJ—CU’ p)),
H(f.e,p):={g€S(p)ig.p.f)=i(g.p.f)+eVf ES(p))
Q(f.e.p):= (§ € S@):E(g.p.f) < §(g.p.f) + £ ¥f € S(p)),

véi moif,g € R",p
trong két qua sau.

€ P, e € R,.Khi d6, biéu thi v huéng cua Sol (&, p) duge xdy dung

B6 @2 10.Cho ¢ > 0,p € P. Néu C(-, p) 1a mot R"- tya 16i ty nhién theo cung lién théng trén

S(p). Khi dé,

Q(S(P), & p) cSol(e,p) € H(S(P), &,p) < clQ(S(P),&.p).
Ching minh. D6i v6i bao ham thirc thir nhat, lay tuy ¥ g € Q(S(P),=,p), khi d6 ton tai

f € S(P) sao cho
(a.p.f)

< &(g.p.f)+evgesp). (2)
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Néu g € Sol(e,p) thi c6 mot g € S(p)

sao cho

Lso E

(c), ta duogc
Fig o fi it =< Z{5 = 1 mau thudn (2).
Viv Vay,g E Sol(e, p]

—mI\ [0

va

DP6i voi bao ham thirc tht hai, v6i bat ky
f €Sol(e,p),taco

tl'?‘.‘r £y

PTG T F I

53 £Y - Tfo o2 £Y

Fln o _COF Y L reg_ﬁt\fﬂ"véi
SAGIP) T RGP T EE R TRL 1Y
moi g € §(p).

Két hop voi Bo dé 9 (a) va (b), ta co

- -~ - - - . .

s"iﬂ'_;'}'_s'“.-+'fr'i._i=='!'.=.2';=_="]

£ LFi € = 2 LT
DOdO,J E“‘J“"f’f-c""\ H

Ddi voi bao ham thirc cudi, véi f € S(P), lay
GEH(f.e.pl.ageQ(f.e.p)tuyy, tacod

=~ AT

C
)
im

o
S}

i NG g : T

Tir R%-tya 16 theo cung cua C ( p) trén S(p), tir B6 dé 3.4 (b) trong Anh va cdc cong su

(2023) cho chung ta két luan rang ton tai mot arc I3,

tdn tai s sao cho

Cung véi (3) ta c6 két qua
().2.f)
T £

G

—
A

voi moi g €E€S(p) , va vi vay
I:5(t) € Q(f, &, p). Gid sit t =0, ta cd
g €clQ(f.sp) . Vi vay,
H(f,&e,p) cclQ(f.e,p) c clQ(S(P).e.p)

, ta ¢6 di€u phai chung minh.

Pé dam bao nhimg xao tron nhidu loan
nho trong dit li€u dau vao, nhu su thay doi
nhu ciu p va & cac gia tri gan ding, din dén
nhitng thay doi trong dir liéu ra trong pham vi
cho phep, dac biét 1a chi phi t6i thiéu cho
tuyen dudng theo tham so vécto Sol(e,p) ,
diéu quan trong 1a phai kiém tra tinh lién tuc
clia cac anh xa nghiém. Piéu niy dam bao
tinh dang tin cady, tinh chinh xéc, kha nang
mg dung thyc tién ciia cic ham nghiém trong
cac tinh hubng thuc. Vi vdy, trong phan con
lai nay, cac diéu kién cho tinh lién tuc
Hausdorff ctia 4nh xa nghiém xap xi cho bai
toan t6i tiéu chi phi tuyén duong duoc xay
dung theo tham sb.

Pinh ly 11. Gia st ring

(i) € 1a R -lién tuc tai S (P) x P;

(i) v6i mdi p € P, C(-,p)la tya 16i tu
nhién theo cung lién thong R trén S(p).

Khi d6, anh xa nghiém Sol lién tuc

tren S(p) théa man voi mdi t E]O 1[,

1 —
A=

=
i
3

Hausdorff trén |0, 4oo[x P.

Chirng minh. St dung ky thuat ching
minh tuong tw cia B6 dé 3.8 (c) trong Anh va
cac cong su (2023), ket luan rang & lién tuc
trén S{P) x P x S(P). Khi d6, voi mdi

SiS JA S Rold

(2. f) EP X S(P), ), ham s &(-, p, f) dat gia
tri cyc tiéu trén mot tap compact S ( p) Do do,

tap H(f, &, p) va Q(f &,p) khac rong voi
moi £ > 0. Vi mdi lan can V cua diém goc

trong R", " t6n tai mot vai lan can V; cua diém
goc trong IE&" sao cho

V4V )
Phan con lai cia chimg minh nay dugc chia
thanh bon budc.
Buée 1. Anh xa H 1a nura lién tuc trén co gia
tri compact trén S () x]0, +oo[x P.

Gia st rang H khong usc tai
(fo. €0.0) € S(P) x]0, +o0[x P, mot lan
can mé U cia H(fy, &4, p,) va mot day
{(f;: , fy:-pn_)} h61 tu dén (fg , Eo.po,) sao cho
H(f,, e0,p0) \ U # O v6i moin.

Tuc 13, g, € H(f,,, &, 0,) \ U v6i moi n.
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Khi do6 S 1a usc voi gia tri compact tai py va
g, € S(p,), tr Ménh & 2.19 trong Hu va
Papageorgiou (1997) cho ta gia sir rang

(o po. fo) =

Tir d6, S 1a Isc tai po va g € S(p,), tr
Ménh de 2.6 trong Hu va Papageorgiou
(1997), ¢6 {g,} < S(p,) hoi tu dén §. Tu

8n ‘E-H(fn “ns Fn] ta co

".f(-ig“-'f"JH f. ‘] ( ;(ﬂ 'ir_)"i"if;i') +$r’i'

Diéu nay két hop voi tinh lién tuc cua &

trén S{FP) x P x 5{7) dan dén

A £l FlA N £Y1L e
S\Go-Porjos =58 Porjor T £

mau thuan %). Tirc 1a,
go € H(fy,80,05) €U n6 thi vo ly khi
{g.} & UvaUmé. Vi vay, H nira lién tuc

SOFL S

trén trén S(P) x]0, +oo[x P.
Tiép theo, véi bat ky {g,} © H(f, & p)

hoi tu dén g, € S(p), tacod

£(g,.p. f) = &(g.p.f) + € véimoi
g €S(p).

Sol(e, p) € clQ(S(P), &0, po) + V; € Q(S(P
Vi viy, 4nh xa Sol 1a Husc tai (&g, po ).
Buéc 3. V&6i méi f € §(P), ham Q(f,-,")

la ntra lién tuc dudi trén )0, +oo[x P.

Néu Q(f,,-) khong 1la

(£0,P0) €10, +0[x P

0

tai
do

Isc
khi

E(go, onr f) 2 (G 00 f) + &, ¥

Badi vi S 1a usc voi gid tri compact tai py
va g, € S(p,), tr Ménh dé 2.19 trong Hu va
Papageorgiou (1997), diy {g,]} hoi tu dén
g € S(p,). Két hop véi (6), tinh lién tuc cia

., f) dén dén

f(ﬂarpmf) 2 {(g.po.f) + €0,

mau thuin véi g, € Q(f,z,,py). Do do,
Q(f,-) 1a nia lién dudi  trén
10, +oo[x P.

Burée 4. Anh xa Sol 1 nira lién tuc dudi

tuc
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{gn} = g0 € 5(py).

§ € S(p,) sao cho

(5)
Ap dung tinh lién tuc cia £/~ = £t tai g,,

ta co

Elgo.p. [ = &g, p. [+ & véi moi
g €S(p),
A P o 2 T P W Y 3
va dO dO G5 = 215 P == Vi

S(p) compact nén H(f, &, p) cling compact.

Burée 2. Anh xa nghiém Sol 1a ntra lién tuc
trén Hausdorff trén jO, +oo[x F.

Gia st (£, p,) €]0, +oo[x P tuy y. Tu
phan 2, tap §(FP) compact. Diéu nay ciung vdi
Budc 1 va B6 @& 7 dan dén H(S(P),--) 1a
usc tai (&g, pu). Do d6, v6i V7, ton tai mot lan
can U cua (&, pg) sao cho

H(S(P).&,p) CH(S(P), &0, p0) + Vy
véimoi (&,p) € U.
Tir B6 dé 10 va (4), ta co

Ty ™ i ! A

P, €0.Pa) + Vi + V, C Solieg, po) + V

90 € Q(f-EU-PD) va {(Er:-pn)] hoi tu dén
(£, P0) sao cho véi moi g, € Q(f,&,,p,),
diy {g, } khong hoi tu dén g,. Do do, gia sir
rang g, € Q(f, &, p,) V6i moi n, tic 13
Gy € S(p,,) sao cho

(6)
Hausdorff trén |0, 4oo[x P.
Vi bat ky (g4, ) €]0
IV 1a mét tdp mo sao cho
Q(S(P), e0. P ) NN = 0.

Khi d6, ta co f €S(P) sao cho
Q(f, 0. 0o ) NN %= 0. Vi Q(f,) Isc tai
(£4,P0), v0i 1an can U cua (&4, py) sao cho

Q(f.e,p) NN # 0voimoi(e,p) € U

,+oo[x P, gia su

Dan dén,
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# 0 v6i moi

QS(P)ep)nN

(e.p) EU,

nghia 13, Q(S(P),,") Isc tai (€5, pp). Tl
Ménh dé 2.38 trong Hu va Papageorgiou
(1997), cl Q(S(P),,") ciing Isc tai (&4, pg).
Khi d6 clQ(S(P) &0, py) 12 mot tap
compact dong S(p,), tir Dinh 1y 2.68 trong
Hu va Papageorgiou (1997), cl Q(S(P),-,-) la

Hisc tai (&4, py). Khi d6, v6i V;, mot 1an can
Ug cua (g4, pg) sao cho

clQ(S(P). 0. po) CclQ(S(P) &p) + V4

Két hop voi B6 dé 10 va (4), ta co

Sol(&q,po) € clQ(S(P), 0. p0) CclQ(S(P). &,p) + V4

C Q(S(F).e.p)+Vy, +V, C Soi(e,p) + V

Véi moi (g,p) € U,. Vi vay, Sol 1a ntra
lién tuc dusi Hausdorff tai (g5, pg).

Chu y: Trong Hung (2018), cac tac gia
nghién ctu tinh lién tuc Hausdorff ctia anh
xa nghiém manh va yéu cho cac bai toan
mang giao thong chtra tham sb. Sau do, cac
tac gia trong Anh va cac cong su (2020) da
tién hanh nghién ctu vé& tinh lién tuc
Hausdorff cia anh xa nghiém yéu cho bai
toan can bang giao thong, sir dung cac tinh
chat don diéu ciia ham muc tiéu. Dinh Iy 11
nghién ctu tinh lién tuc Hausdorff cua anh
xa nghiém xap xi cho bai toan tbi thiéu hoa
chi phi tuyén dudng theo nghia Pareto. Loai
nghiém ndy co gia tri thuc tién vuot troi hon
so voi cac nghiém manh va nghiém yéu. Do
d6, Pinh 1y 11 khac véi két qua thu duoc
trong Anh va céc cong su (2020); Hung
(2018). Cac tac gia trong Han va Li (2024)
gan ddy di kham pha cac van dé tong quat
duoc goi 1a van dé toi wu hoa vécto tham sd.
Ho da xay dung tinh lién tuc Hausdorff cta
anh xa nghiém Pareto cho nhiing vin d& nhu
vay bang cach gia sir tinh chat tya 16i hinh
nén ty nhién cia ham muc tiéu. Diéu dang
chu y 1a tinh chit twa 16i nén tu nhién theo
cung lién thong yéu hon tinh chat ndi trén,
dan dén su khac biét dang ké gitta Pinh ly
4.2 va cac phat hién trong Han va Li (2024).
Do d6, day 1a két qua hoan toan mai.

4. KET LUAN

Bai bao da thanh cong trong viéc phan tich
bai toan toi thiéu hoa chi phi tuyén duong co

tham sb thong qua vi¢c thiét 1ap tinh lién tuc
Hausdorff ciia cac anh xa nghiém Xép xi. Dua
trén cac gia thiét vé tinh tya 161 va tinh lién
thong cung ciia ham chi phi tuyén duong, ket
qua chimg minh cho thdy anh xa nghiém xap
xi duy tri dugc tinh lién tuc Hausdorff ngay ca
trong nhimg mang giao thong phtc tap. Cac
két qua nay khong chi mo ra tiém nang 4p
dung phuong phap cho cac bai toan t6i wu
khac ma con cung cip cac g1a1 phéap hiéu qua
hon trong quan 1y va diéu phdi giao thong.
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HAUSDORFF CONTINUITY OF SOLUTION MAPPINGS FOR PARAMETER ROUTE
COST MINIMIZATION PROBLEM

ABSTRACT

This paper investigates the problem of minimizing the cost of parametric routes, focusing on the
Hausdorff continuity of approximate solution mappings. First, we analyze a model of the parametric
route cost minimization problem. Definitions of continuity and arcwise connectivity of mappings are then
presented. Finally, the Hausdorff continuity of the approximate solution mapping for the problem is
established based on the assumption of arcwise quasi-convexity of the route cost functions.

Keywords: approximate solution mapping, Hausdorff continuity, nonlinear scalarization traffic,

network equilibrium.
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