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KHÔNG GIAN TUYẾN TÍNH ĐỊNH CHUẨN 
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TÓM TẮT 

Trong bài viết này, chúng tôi trình bày một số tính chất lồi chặt của không gian 

tuyến tính định chuẩn. Một số ví dụ minh họa về tính chất lồi chặt được trình bày trong 

bài báo này. 

Từ khóa: Lồi chặt (strictly convex), không gian định chuẩn (normed spaces). 

1. Đặt vấn đề  

Trong không gian    với chuẩn Euclide thì hình cầu đơn vị, đóng, được biểu diễn 

hình học là hình tròn tâm  (   ), bán kính bằng    . Khi đó, với hai điểm     nằm 

trên biên của hình tròn thì trung điểm   của đoạn thẳng    không nằm trên biên. Tuy 

nhiên, điều này không còn đúng đối với chuẩn max trên   . Có thể giải thích được: về ý 

nghĩa hình học thì biên của “hình cầu đơn vị” trong    là đường viền của hình vuông với 

các đỉnh là  (   )  (    )  (    )  (     ). Do đó cả 4 đoạn thẳng này đều nằm 

trên biên của “hình cầu”. 

 Để khái quát kết quả trên, người ta giới thiệu một khái niệm về không gian định 

chuẩn lồi chặt. 

2. Nội dung 

2.1. Không gian định chuẩn lồi chặt 

2.1.1. Định nghĩa  

Cho một không gian vector thực (hoặc phức)   với chuẩn ‖ ‖. Ta nói rằng (  ‖ ‖) 

là không gian lồi chặt (strictly convex) nếu thỏa mãn điều kiện sau: 

Với mọi       sao cho ‖ ‖  ‖ ‖    và    , thì 

‖
   

 
‖     

Nói cách khác, trung điểm của hai điểm phân biệt thuộc biên của hình cầu đơn vị 

luôn nằm bên trong hình cầu đơn vị. Điều này tương đương với việc biên của hình cầu 

đơn vị không chứa đoạn thẳng nào.  

2.1.2. Các đặc trƣng tƣơng đƣơng của không gian lồi chặt 

Một không gian định chuẩn (  ‖ ‖) là lồi chặt nếu và chỉ nếu thỏa mãn một trong 

bốn điều kiện sau: 

i) Điều kiện hình học: Với mọi       sao cho ‖ ‖  ‖ ‖    và    , ta có 

‖
   

 
‖     
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ii) Bất đẳng thức Minkowski nghiêm ngặt: Với mọi       , ta có 

‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖. 

Điều này có nghĩa là chuẩn ‖ ‖ thỏa mãn bất đẳng thức Minkowski một cách 

nghiêm ngặt. 

iii) Điều kiện hàm lồi chặt: Chuẩn ‖ ‖ là hàm lồi chặt,  

nghĩa là với mọi      , thì ‖   (   ) ‖   ‖ ‖  (   )‖ ‖ với   (   )  

iv) Biên hình cầu đơn vị không chứa đoạn thẳng: Biên của hình cầu đơn vị (kí 

hiệu     *    ‖ ‖    +) không chứa bất kỳ đoạn thẳng nào. 

Nhận xét rằng: Bốn đặc trưng trên là tương đương, nghĩa là nếu một trong các 

điều kiện trên thỏa mãn thì tất cả các điều kiện đều thỏa mãn. 

2.2. Một số ví dụ về không gian lồi chặt  

Ví dụ 2.2.1: Không gian Euclide    với chuẩn Euclide 

‖ ‖  √  
    

         

có biên của hình cầu đơn vị trong    không chứa đoạn thẳng nào. Vì vậy không gian này 

là lồi chặt. 

Ví dụ 2.2.2: Không gian    (các chuỗi có chuẩn  , trong đó      ) có chuẩn: 

‖ ‖  (∑|  |
 

 

   

+

 
 

   (          )   
   

là không gian lồi chặt. Điều này có thể chứng minh từ tính chất lồi chặt của chuẩn 

      .  

Ví dụ 2.2.3: Không gian   ,   - (trong đó      ) với chuẩn 

‖ ‖  (∫ | ( )|   
 

 

)

 
 

 

là không gian lồi chặt. Điều này là một hệ quả của bất đẳng thức Minkowski và tính chất 

lồi chặt của hàm   | |  với    . 

Sau đây chúng tôi xem xét một số không gian không lồi chặt. 

Mệnh đề 2.2.4: Không gian    không lồi chặt. 

Không gian    là không gian các dãy (  )   
  với chuẩn được định nghĩa bởi  

‖ ‖   ∑|  |

 

   

       (          )  
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với điều kiện ∑ |  |
 
     , tức là     . 

Chứng minh: 

Trong    ta chọn:   (       )   (       )  

Khi đó ‖ ‖  ‖ ‖   , vì: 

‖ ‖  | |  | |  | |          ‖ ‖  | |  | |  | |       

Hơn nữa trung điểm của   và  : 

   

 
 (

   

 
 
   

 
      *  (

 

 
 
 

 
      *  

Do đó: 

‖
   

 
‖  |

 

 
|  |

 

 
|  | |  | |       

Như vậy trung điểm 
   

 
 nằm trên biên của hình cầu đơn vị   , tức là ‖

   

 
‖
 
  , 

và nó là một điểm trên đoạn thẳng nối giữa   và  . Vì vậy,    không lồi chặt. 

Câu hỏi đặt ra ở đây là: Có thể trang bị cho    một chuẩn ‖ ‖ sao cho (   ‖ ‖) là 

lồi chặt. Mệnh đề sau cho chúng ta kết quả này. 

Mệnh đề 2.2.5: Trên không gian    xét chuẩn 

‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ∑|  |

 

   

 √∑|  | 
 

   

   

Khi đó (   ‖ ‖) là lồi chặt. 

Chứng minh: 

Trong không gian    ta lấy bất kỳ         sao cho     và ‖ ‖  ‖ ‖   . Khi 

đó 

‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ∑|  |

 

   

 √∑|  | 
 

   

     

‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ∑|  |

 

   

 √∑|  | 
 

   

     

Do đó: 
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‖
   

 
‖  ‖

   

 
‖
 
 ‖

   

 
‖
 
 ∑ |

     
 

|

 

   

 √∑|
     
 

|
  

   

   

Mặt khác áp dụng bất đẳng thức Minkowski: 

‖
   

 
‖
 
 ∑ |

     
 

|

 

   

 
 

 
(∑|  |

 

   

 ∑|  |

 

   

+  
 

 
(‖ ‖  ‖ ‖ )  

‖
   

 
‖
 
 √∑|

     
 

|
  

   

 
 

 
(√∑|  | 

 

   

  √∑|  | 
 

   

,  
 

 
(‖ ‖  ‖ ‖ )  

Vì vậy 

‖
   

 
‖  

 

 
(‖ ‖  ‖ ‖ )  

 

 
(‖ ‖  ‖ ‖ )  

 

 
(‖ ‖  ‖ ‖)    (1) 

Dấu đẳng thức xảy ra nếu và chỉ nếu     . Mà     và ‖ ‖  ‖ ‖    nên 

    . Thay vào (1), ta được  

‖
   

 
‖  ‖

    

 
‖     

 

 
(‖ ‖  ‖ ‖)  

 

 
(‖  ‖  ‖ ‖)  ‖ ‖     

Hiển nhiên dấu đẳng thức không thể xảy ra, hay nói một cách khác 

với mọi     ‖ ‖  ‖ ‖    thì ‖
   

 
‖     

Vậy    với chuẩn đã cho là một không gian lồi chặt. 

Mệnh đề trên cho thấy ta đã trang bị một chuẩn phù hợp để không gian    trở thành 

không gian lồi chặt.  

Mệnh đề 2.2.6: Không gian    không là không gian lồi chặt.  

Chứng minh: 

Không gian    là không gian các dãy số có hữu hạn phần tử khác   được xác định 

bởi chuẩn 

‖ ‖     
   
|  |  

Bây giờ trong     ta chọn:  

  (       )         (       )  

Khi đó ‖ ‖  ‖ ‖   , vì: 
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‖ ‖     *| | | | | |  +        ‖ ‖     *| | | | | |  +     

Hơn nữa trung điểm của   và  : 

   

 
 (

   

 
 
   

 
      *  (

 

 
        *  

Do đó: 

‖
   

 
‖     {|

 

 
|  | | | | | |  }     

Vậy    không là không gian lồi chặt. Tuy nhiên    sẽ là không gian định chuẩn lồi 

chặt nếu ta trang bị chuẩn:  

‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ∑|  |

 

   

 √∑|  | 
 

   

   

Mệnh đề 2.2.7: Không gian   ,   - không lồi chặt. 

Chứng minh : 

Không gian   ,   - là không gian các hàm số xác định trên ,   - và được định 

nghĩa bởi chuẩn 

‖ ‖  ∫ | ( )|  
 

 

  

với điều kiện ∫ | ( )|  
 

 
     

Xét hai hàm số: 

 ( )  {
      

 

 

  
 

 
    

     ( )  {
      

 

 

  
 

 
    

  

Hiển nhiên    , ngoài ra:  

‖ ‖  ∫ | |  

 
 

 

 ∫ | |  
 

 
 

      ‖ ‖  ∫ | |  

 
 

 

 ∫ | |  
 

 
 

    

Mặt khác trung điểm của   và   là hàm số: 

   

 
 
 ( )   ( )

 
 {

   

 
     

 

 
   

 
 

 

 
    

 {
      

 

 

  
 

 
    

  

Hay 
 ( )  ( )

 
  , với mọi   ,   -  
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Do đó:  

‖
   

 
‖
 
 ∫ | |  

 

 

    

Như vậy trung điểm của   và   nằm trên biên của hình cầu  (   ). Tương tự kết 

quả của không gian   . Từ đó ta cũng có thể trang bị một chuẩn sao cho không gian 

  ,   - là không gian lồi chặt. 

Mệnh đề 2.2.8: Trên không gian   ,   - xét chuẩn 

‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ∫ | ( )|  
 

 

 √∫ | ( )|   
 

 

  

Khi đó không gian   ,   - là lồi chặt. 

Chứng minh: 

Chọn hai hàm số       ,   - sao cho     và ‖ ‖  ‖ ‖   , nghĩa là  

‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ∫ | ( )|  
 

 

 √∫ | ( )|   
 

 

    

‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ∫ | ( )|  
 

 

 √∫ | ( )|   
 

 

    

Do đó trung điểm của   và   có chuẩn 

     ‖
   

 
‖  ‖

   

 
‖
 
 ‖

   

 
‖
 
 

 ∫ |
 ( )   ( )

 
|   

 

 

 √∫ |
 ( )   ( )

 
|

 

  
 

 

  

Mặt khác, áp dụng bất đẳng thức Minkowski ta có 

‖
   

 
‖
 
 ∫ |

 ( )   ( )

 
|   

 

 

 
 

 
(∫ | ( )|  

 

 

 ∫ | ( )|  
 

 

) 

 
 

 
(‖ ‖  ‖ ‖ )  

‖
   

 
‖
 
 √∫ |

 ( )   ( )

 
|

 

  
 

 

 
 

 
(√∫ | ( )|   

 

 

 √∫ | ( )|   
 

 

) 

 
 

 
(‖ ‖  ‖ ‖ )  

Vì vậy: 
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‖
   

 
‖  

 

 
(‖ ‖   ‖ ‖  )  

 

 
(‖ ‖  ‖ ‖ )     (2) 

Dấu đẳng thức xảy ra nếu và chỉ nếu     , mà     và ‖ ‖  ‖ ‖    nên 

    . Thay vào (2), ta thấy rằng dấu đẳng thức không thể xảy ra. 

Vì vậy với mọi    , ‖ ‖  ‖ ‖    thì 

‖
   

 
‖     

Do đó không gian   ,   - với chuẩn đã cho là không gian lồi chặt. 

Mệnh đề 2.2.9: Không gian  ,   - (Không gian các hàm số liên tục trên đoạn ,   -) với 

chuẩn max 

‖ ‖     
  ,   -

| ( )| 

không là không gian lồi chặt. 

Chứng minh: 

Xét hai hàm số thuộc  ,   - 

 ( )        ( )       

Hiển nhiên     và ‖ ‖  ‖ ‖    vì  

‖ ‖     
  ,   -

| |       ‖ ‖     
  ,   -

|    |     

Do đó trung điểm của   và   là hàm số  

   

 
 
      

 
    

Khi đó  

‖
   

 
‖
 
    
  ,   -

| |     

Vậy  ,   - không là không gian lồi chặt. Do đó để không gian  ,   - trở thành không 

gian định chuẩn lồi chặt, ta có thể trang bị chuẩn 

‖ ‖  ‖ ‖  ‖ ‖  ∫ | ( )|  
 

 

 √∫ | ( )|   
 

 

  

3. Kết luận  

Trong bài báo này, chúng tôi đã mở rộng tính lồi chặt cho các không gian không lồi 

chặt bằng cách trang bị cho những không gian này những chuẩn phù hợp. Kết quả này 

góp phần làm phong phú thêm công cụ nghiên cứu trong giải tích và lý thuyết không gian 

định chuẩn. 
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ON THE STRICTLY CONVEX PROPERTY  

OF SOME NORMED LINEAR SPACES 
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ABSTRACT 

In this paper, we present some properties of strictly convex normed linear spaces. 

Several illustrative examples of strict convexity are also provided in this article. 

Keywords: strictly convex, normed spaces. 
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