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TÓM TẮT
Cho 

0 nn
R

≥
ℜ = ⊕ là một đại số phân bậc chuẩn hữu hạn sinh trên 0R R= , trong đó ( , )R m  là vành 

Noether địa phương với iđêan cực đại m và 
0 nn
M

≥
= ⊕M là ℜ− môđun phân bậc hữu hạn sinh. Trong 

bài báo này chúng tôi chỉ ra rằng, với mọi số nguyên 0,i ≥  tập hợp ( )1

2
Psupp ( ) \ Psupp ( )i i

R n R n i
M M−

≥ −
 

ổn định khi n đủ lớn.
Từ khóa: Ổn định, tập giả giá, linh hóa tử của môđun đối đồng điều địa phương.

1. MỞ ĐẦU
Cho 

0 nn
R

≥
ℜ = ⊕ là một đại số phân bậc chuẩn 

hữu hạn sinh trên 0R R= , trong đó ( , )R m  là 
vành Noether địa phương với iđêan cực đại m và 

0 nn
M

≥
= ⊕M là ℜ− môđun phân bậc hữu hạn sinh.

Cho I là iđêan của R và M là R-môđun hữu 
hạn sinh. Năm 1979, M. Brodmann chứng minh 
các tập iđêan nguyên tố liên kết Ass ( / )n

R M I M  
và 1Ass ( / )n n

R I M I M+  ổn định khi n đủ lớn (M. 
Brodmann 1979a). Tiếp theo S. McAdam và P. 
Eakin chứng minh tập AssR nR  ổn định khi n đủ 
lớn (S. McAdam and P. Eakin 1979). Tổng quát 
hơn, L. Melkersson chứng minh rằng tập AssR nM
độc lập với n khi n đủ lớn (L. Melkersson 1990) 
và thu được các kết quả đã biết của Brodmann và 
McAdam – Eakin. Từ đây, bài toán nghiên cứu 
dáng điệu tiệm cận liên quan đến các thành phần 
thuần nhất nM  được quan tâm bởi nhiều người 
(N. T. Cuong and N.V. Hoang 2008, N. T. Cuong, 
N.V. Hoang and P. H. Khanh 2010, C. Rotthaus 
and L. M. Sega 2006). 

Cho 0i ≥  là một số nguyên. Năm 2002, M. 
Brodmann and R. Y. Sharp đã đưa ra khái niệm tập giả 
giá thứ i của môđun M, ký hiệu bởi Psupp ( )i

R M , là 
tập hợp được xác định như sau:

dim( / )Psupp ( ) { Spec( ) | ( ) 0}
p

i i R p
R pR pM p R H M−= ∈ ≠

(M. Brodmann and R. Y. Sharp 2002). Nhiều 
người đã nghiên cứu tập giả giá của R-môđun và 
thu được nhiều thông tin bổ ích về môđun và vành 
cơ sở R. Chúng ta ký hiệu
Var(Ann ( ( ))) { Spec( ) | Ann ( ( ))}.i i

R m n R m nH M p R p H M= ∈ ⊃

Trong trường hợp R là thương của vành địa 
phương Cohen-Macaulay thì chúng ta có đẳng 
thức Psupp ( ) Var(Ann ( ( ))).i i

R n R m nM H M=  Năm 
2021, Lê Thanh Nhàn và cộng sự đã chứng minh 
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một số kết quả về ổn định tiệm cận liên quan đến 
Ann ( ( ))i

R m nH M   (T. D. M. Chau, N. T. K. Nga 
and L. T. Nhan 2021). Họ chứng minh rằng tồn tại 
số tự nhiên t > 0 sao cho 

Var(Ann ( ( ))) Var(Ann ( ( )))i i
R m n R m t

j i j i

H M H M
≤ ≤

=
 

với 

mọi số nguyên n t≥  và mọi số nguyên 0.i ≥  Từ 
đây, Nhàn và cộng sự đã chứng minh được rằng 
nếu R là thương của vành địa phương Cohen-
Macaulay thì tồn tại số tự nhiên t > 0 sao cho 

( ) ( )
1 1

Var(Ann ( ( ))) Var(Ann ( ( )))i i
R m n R m ti i

H M H M
≥ − ≥ −

=

với mọi số nguyên n t≥  và mọi số nguyên 0.i ≥
Trong bài báo này chúng tôi nghiên cứu tính 

ổn định của tập giả giá Psupp ( )i
R nM  khi n đủ lớn. 

Kết quả chính của chúng tôi là chứng minh tính ổn 
định của tập 

( )1

2
Psupp ( ) \ Psupp ( )i i

R n R n i
M M−

≥ −

khi n đủ lớn.
2. PHƯƠNG PHÁP VÀ NỘI DUNG NGHIÊN 
CỨU 
2.1. Phương pháp nghiên cứu

Trong bài báo này chúng tôi sử dụng một số 
phương pháp sau đây để nghiên cứu:

- Các phương pháp nghiên cứu toán lý thuyết.
- Phương pháp đồng điều và đối đồng điều.
- Phương pháp địa phương hóa.

2.2. Nội dung nghiên cứu
Nghiên cứu tính chất ổn định của tập giả giá 

của các thành phần thuần nhất của môđun phân 
bậc hữu hạn sinh trên đại số phân bậc chuẩn.
3. KẾT QUẢ NGHIÊN CỨU VÀ THẢO LUẬN

Cho ( , )R m  là vành Noether địa phương với 
iđêan cực đại m và M là R-môđun hữu hạn sinh.

Cho 0i ≥  là một số nguyên. Trước hết, 
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chúng tôi nhắc lại khái niệm tập giả giá được M. 
Brodmann and R. Y. Sharp đưa ra vào năm 2002 
như sau:  Tập giả giá thứ i của môđun M, ký hiệu 
bởi Psupp ( )i

R M , là tập hợp được xác định như 
sau:

dim( / )Psupp ( ) { Spec( ) | ( ) 0}.
p

i i R p
R pR pM p R H M−= ∈ ≠

(M. Brodmann and R. Y. Sharp 2002).
Cho j∈   và Spec( )S R⊂ , chúng ta đặt 

{ | dim( / ) },jS p S R p j= ∈ =

{ | dim( / ) }.jS p S R p j≥ = ∈ ≥

Các kết quả sau được chứng minh bởi N. T. 
Cuong, L. T. Nhan and N. T. K. Nga.

Bổ đề 1. (N. T. Cuong, L. T. Nhan and N. T. K. 
Nga 2010). Cho 0i ≥  là một số nguyên. Các mệnh 
đề sau đây đúng.

(i) dim( / ) ,R p i≤  với mọi Psupp ( ).ip M∈  
(ii) ( ) ( )Psupp ( ) Ass ( ) .i

R ii
M M=

Lý thuyết biểu diễn thứ cấp cho môđun Artin 
được giới thiệu bởi I. G. Macdonald 1973 là một 
đối ngẫu của lý thuyết phân tích nguyên sơ của 
môđun hữu hạn sinh. Theo I. G. Macdonald, mọi 
R-môđun Artin đều có biểu diễn thứ cấp cực tiểu 
A = A1 + A2 + …+ Ar, trong đó Ai là môđun pi-
thứ cấp với mọi i = 1,…, n. Tập hợp {p1 , p2 ,…, 
pr} độc lập với sự lựa chọn biểu diễn thứ cấp cực 
tiểu của A và được gọi là tập các iđêan nguyên tố 
gắn kết của A, ký hiệu là AttR(A). 

Với mỗi iđêan I của R, ký hiệu Var(I) là tập tất 
cả các iđêan nguyên tố của R chứa I. Chúng ta có 
các kết quả sau:

Bổ đề 2. (I. G. Macdonald 1973). Cho A là 
R-môđun Artin. Khi đó 

min Att ( ) min Var(Ann ( )).R RA A=
Hơn nữa, 
dim ( ) max{dim ( / ) | Att ( )}.R R RA R p p A= ∈

Bổ đề 3. (M. Brodmann and R. Y. Sharp 1998). 
Cho A là R-môđun Artin. Khi đó A có cấu trúc R̂
-môđun Artin và 

ˆAtt ( ) {  | Att ( )}.R RA R A= ℘∩ ℘∈
Cho 

0 nn
R

≥
ℜ = ⊕  là một đại số phân bậc chuẩn 

hữu hạn sinh trên 0R R=  và  
0 nn
M

≥
= ⊕M là ℜ−

môđun phân bậc hữu hạn sinh.
Theo S. McAdam and P. Eakin 1979, 

tập Ass ( )R nM ổn định khi n đủ lớn. Từ 
đây chúng ta đặt 0 0t >  là số nguyên dương 
nhỏ nhất sao cho 

0
Ass ( ) Ass ( )R n R tM M=

với mọi 0.n t≥  L. T. Nhàn và cộng sự đã 
chứng minh rằng tồn tại số nguyên 0t t≥  

sao cho depth ( ) depth ( )
p pR n p R t pM M= với 

mọi n t≥  và mọi Spec( ).p R∈  Từ đây chúng ta 

đặt 1 0t t≥  là số nguyên dương nhỏ nhất sao cho 

1
depth ( ) depth ( )

p pR n p R t pM M= với mọi 1n t≥  và 

mọi Spec( ).p R∈  Ký hiệu sau sẽ được sử dụng 
để chứng minh kết quả chính.

Ký hiệu 4. Giả sử 
1 1Ass ( ) { ,..., }.R t rM p p=  

Với mỗi 1,...,i r= chúng ta đặt 
( ) 0

0
/ ( )

i

i
n p nn

M H M
≥

= ⊕M . Khi đó ( )iM

là ℜ− môđun phân bậc hữu hạn sinh. Do đó 
tồn tại số nguyên nhỏ nhất 1ik t≥  sao cho 

0 0depth ( / ( )) depth ( / ( ))
p i i p i i i ii iR n p n p R k p k pM H M M H M= với 

mọi .in k≥  Từ đây chúng ta ký hiệu 
2 1max{ ,..., }.rt k k=

Bằng cách chứng minh tương tự Định lý 2.13 
của T. D. M. Chau, N. T. K. Nga and L. T. Nhan 
2021, chúng ta có kết quả sau.

Bổ đề 5. Cho 0i ≥  là một số nguyên. Khi đó 
tập ( )

1
Psupp ( )i

R n i
M

≥ −
ổn định khi n đủ lớn.

Định lý sau là kết quả chính của bài báo này.
Định lý 6. Cho 

0 nn
R

≥
ℜ = ⊕  là một đại số 

phân bậc chuẩn hữu hạn sinh trên 0R R=
và  

0 nn
M

≥
= ⊕M  là ℜ− môđun phân bậc hữu 

hạn sinh. Khi đó, với mọi số nguyên 0,i ≥  tập 
( )1

2
Psupp ( ) \ Psupp ( )i i

R n R n i
M M−

≥ −
ổn định khi n đủ 

lớn.
Chứng minh. 
Cho 2t được xác định như trong Ký hiệu 4. 

Trường hợp i = 0 hoặc i = 1 là rõ ràng. Cho i = 2 và 
2.n t≥ Từ Bổ đề 1 và Bổ đề 5 ta có 

( )
( )2 2

2 1

1

2 1

1

Psupp ( ) \ Psupp ( )

Psupp ( ) \ Psupp ( ) .

R n R n

R t R t

M M

M M
≥

≥
=

Giả sử rằng ( )2 2

2 1

1
Psupp ( ) \ Psupp ( ) .R t R tm M M

≥
∈  

Khi đó 
2

2 ( ) 0m tH M ≠  và 
2

1 ( ) 0.m tH M =  Từ đây 

2 2

2 0( / ( )) 0m t m tH M H M ≠  và 
2 2

1 0( / ( )) 0.m t m tH M H M =  
Do đó 

2 2

0depth ( / ( )) 2.R t m tM H M =  Trước hết, 
chúng ta xét trường hợp 

2
Ass ( ).R tm M∈  Khi 

đó im p= với ip  nào đó thuộc 
2

Ass ( ).R tM  
Bởi cách chọn 2t  như trong Ký hiệu 4 ta 
suy ra 0depth ( / ( )) 2.R n m nM H M =  Từ đây 

2 0( / ( )) 0m n m nH M H M ≠  và 1 0( / ( )) 0.m n m nH M H M =  Do 

đó 2 ( ) 0m nH M ≠  và 1 ( ) 0.m nH M =  Suy ra
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2 1Psupp ( ) \ Psupp ( ).R n R nm M M∈

Thứ hai, chúng ta xét trường hợp

2
Ass ( ).R tm M∉  Khi đó 

2
depth ( ) 1.R tM ≥  

Vì 
2

2 ( ) 0m tH M ≠  và 
2

1 ( ) 0m tH M =  
nên 

2
depth ( ) 2.R tM =  Do đó 

depth ( ) 2R nM =  với mọi 2 1.n t t≥ ≥  Từ 
đây 2 ( ) 0m nH M ≠  và 1 ( ) 0.m nH M =  Suy ra

2 1Psupp ( ) \ Psupp ( ).R n R nm M M∈
Như vậy, trong mọi trường hợp ta luôn có

2 1Psupp ( ) \ Psupp ( ).R n R nm M M∈  Do đó 

2 2

2 1

2 1

Psupp ( ) \ Psupp ( )

Psupp ( ) \ Psupp ( ).
R t R t

R n R n

M M

M M⊂

Lập luận tương tự ta có bao hàm thức ngược lại 
và do đó ta có đẳng thức 

2 2

2 1

2 1

Psupp ( ) \ Psupp ( )

Psupp ( ) \ Psupp ( ).
R n R n

R t R t

M M

M M=

Cho 2i ≥ và 2.n t≥  Từ Bổ đề 1 và Bổ đề 5 
ta có 

( )
( )2 2

1

1

1

1

Psupp ( ) \ Psupp ( )

Psupp ( ) \ Psupp ( ) .

i i
R n R n i

i i
R t R t i

M M

M M

−

≥ −

−

≥ −
=

Cho 
2 2

1Psupp ( ) \ Psupp ( ),i i
R t R tp M M−∈   sao 

cho  dim( / ) 2.R p i= −  Khi đó 
2

2 ( ) 0
ppR t pH M ≠  và 

2

1 ( ) 0.
ppR t pH M =  Do đó 

2 2

0depth ( / ( )) 2.
pR t p t pM H M =

Trước hết chúng ta xét trường hợp 
2

Ass ( ).R tp M∈  Từ sự lựa chọn 2t  ta có 

2 2

0 0depth ( / ( )) depth ( / ( )) 2.
p pR n p n p R t p t pM H M M H M= =

Do đó 2 ( ) 0
ppR n pH M ≠  và 1 ( ) 0.

ppR n pH M =  Từ đây 

1Psupp ( ) \ Psupp ( ).i i
R n R np M M−∈  Tiếp theo 

chúng ta xét trường hợp 
2

Ass ( ).R tp M∉  Khi đó 

2
Ass ( ) .

pp R t ppR M∉  Từ đây 
2

depth ( ) 1.
pR t pM ≥  

Mặt khác, vì 
2

2 ( ) 0
ppR t pH M ≠  và 

2

1 ( ) 0
ppR t pH M =  nên

2
depth ( ) 2.

pR t pM =  Suy ra depth ( ) 2
pR n pM =  với mọi 

2.n t≥  Từ đây 2 ( ) 0
ppR n pH M ≠  và 1 ( ) 0.

ppR n pH M =  

Vì vậy 1Psupp ( ) \ Psupp ( ).i i
R n R np M M−∈  Như vậy, 

trong mọi trường hợp ta có 

( )
( )

2 2

1

2

1

2

Psupp ( ) \ Psupp ( )

Psupp ( ) \ Psupp ( ) .

i i
R t R t i

i i
R n R n i

M M

M M

−

≥ −

−

≥ −
⊂

Lập luận tương tự ta có bao hàm thức ngược 
lại. Do đó ta có đẳng thức

( )
( )2 2

1

2

1

2

Psupp ( ) \ Psupp ( )

Psupp ( ) \ Psupp ( ) .

i i
R n R n i

i i
R t R t i

M M

M M

−

≥ −

−

≥ −
=

Định lý được chứng minh.
Hệ quả 7. Cho 

0 nn
R

≥
ℜ = ⊕  là một đại số phân bậc 

chuẩn hữu hạn sinh trên 0R R= và  
0 nn
M

≥
= ⊕M là 

ℜ− môđun phân bậc hữu hạn sinh. Giả sử rằng R 
là thương của vành địa phương Cohen-Macaulay. 
Khi đó, với mọi số nguyên 0,i ≥ tập 

( )1

2
Var(Ann ( ( ))) \ Var(Ann ( ( )))i i

R m n R m n i
H M H M−

≥ − \
ổn định khi n đủ lớn.

Chứng minh. 
Vì R là thương của vành địa phương 

Cohen-Macaulay nên theo Mệnh đề 2.5 trong 
M. Brodmann and R. Y. Sharp (2002) ta có 
Psupp ( ) Var(Ann ( ( ))).i i

R n R m nM H M=  Do đó, 
áp dụng Định lý 6 ta có đẳng thức cần chứng minh. 

Với i =2, từ Định lý 6 và Hệ quả 7, ta có kết 
quả sau.

Hệ quả 8. Cho 
0 nn
R

≥
ℜ = ⊕  là một đại số phân bậc 

chuẩn hữu hạn sinh trên 0R R= và  
0 nn
M

≥
= ⊕M

là ℜ− môđun phân bậc hữu hạn sinh. Khi đó, tập 
2 1Psupp ( ) \ Psupp ( )R n R nM M ổn định khi n đủ lớn. 

Hơn nữa, nếu R là thương của vành địa phương 
Cohen-Macaulay thì 

2 1Var(Ann ( ( ))) \ Var(Ann ( ( )))R m n R m nH M H M  ổn 
định khi n đủ lớn.
4. KẾT LUẬN

Bằng cách sử dụng phương pháp địa phương 
hóa chúng tôi thu được một kết quả về tính ổn định 
của tập giả giá của các thành phần thuần nhất của 
môđun phân bậc hữu hạn sinh trên đại số phân bậc 
chuẩn. Ngoài ra, trong trường hợp R là thương 
của vành địa phương Cohen-Macaulay, chúng tôi 
thu được một kết quả về tính ổn định của đa tạp 
của linh hóa tử của các môđun đối đồng điều địa 
phương với giá cực đại.
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SUMMARY
Let 

0 nn
R

≥
ℜ = ⊕  be a finitely generated standard graded algebra over 0R R= , where ( , )R m  is a 

Noetherian local ring with maximal ideal m, and 
0 nn
M

≥
= ⊕M  a finitely generated graded ℜ− module. 

In this paper, we show that for all inteneger 0,i ≥  the set ( )1

2
Psupp ( ) \ Psupp ( )i i

R n R n i
M M−

≥ −
 is stable for 

large n.
Keywords: Stability, pseudo support, annihilator of local cohomology module.
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