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1. Đặt vấn đề
Trong toán học, chuỗi Fourier (được đặt tên theo 

tên nhà toán học Joseph Fourier) của một hàm tuần 
hoàn là một cách biểu diễn hàm đó dưới dạng tổng của 
các hàm tuần hoàn có dạng  ejnx, trong đó,  e  là  số 
Euler và j là đơn vị số ảo. Theo công thức Euler, các 
chuỗi này có thể được biểu diễn một cách tương đương 
theo các hàm sin và hàm cos. Một cách tổng quát, một 
chuỗi hữu hạn của các hàm lũy thừa của số ảo được 
gọi là một chuỗi lượng giác. Fourier là người đầu tiên 
nghiên cứu chuỗi lượng giác theo các công trình trước 
đó của Euler, d’Alembert và Daniel Bernoulli. Fourier 
đã áp dụng chuỗi Fourier để giải phương trình truyền 
nhiệt, các công trình đầu tiên của ông được công bố 
vào năm 1807 và 1811, cuốn Théorie analytique de la 
chaleur của ông được công bố vào năm 1822. Theo quan 
điểm của toán học hiện đại, các kết quả của Fourier có 
phần không chính thức liên quan đến sự không hoàn 
chỉnh trong khái niệm hàm số và tích phân vào đầu thế 
kỉ XIX. Sau đó, Dirichlet và Riemann đã diễn đạt lại 
các công trình của Fourier một cách chính xác hơn và 
hoàn chỉnh hơn.

Khi sinh viên (SV) học phần chuỗi số, đến phần 
khai triển hàm số thành chuỗi số dạng Fourier, có rất 
nhiều kiến thức liên qua đến toán học. Để phát triển 
năng lực giải toán của SV và áp dụng một cách có hệ 
thống và logic vào học phần chuyên ngành. Chính vì 
vậy, tôi đã viết bài báo này, thông qua một số dạng 
bài tập khai triển hàm số thành chuỗi số Fourier, giúp 
SV phát triển năng lực tư duy giải toán và vận dụng 
kiến thức đã học một cách linh hoạt, giúp SV đi sâu 

nghiên cứu kiến thức và thấy hứng thú khi học học 
phần Phương trình toán lý. 
2. Nội dung nghiên cứu
2.1. Khái niệm năng lực giải toán và vai trò của bài 
tập toán

 Năng lực giải Toán là một phần của năng lực toán 
học, bao gồm tổ hợp các kĩ năng, đảm bảo thực hiện 
các hoạt động giải toán một cách hiệu quả; đó là: khả 
năng áp dụng tiến trình phát hiện và giải quyết vấn 
đề vào giải một bài toán cụ thể có phương thức tiếp 
cận sáng tạo và tính hướng đích cao, nhằm đạt kết 
quả sau khi thực hiện các hoạt động giải toán. Theo 
Đỗ Thị Trinh (2017): Năng lực giải toán là thuộc tính 
cá nhân, đáp ứng yêu cầu giải quyết thành công một 
vấn đề toán học dựa vào tố chất sẵn có, sự huy động 
tổng hợp các kiến thức, kĩ năng, kinh nghiệm trong 
lĩnh vực toán học và các thuộc tính cá nhân khác như 
hứng thú, niềm tin, ý chí, niềm đam mê,… 

 Bài tập toán học có vai trò quan trọng trong môn 
Toán. Thông qua giải bài tập, SV phải thực hiện 
những hoạt động nhất định bao gồm cả nhận dạng 
và thể hiện định nghĩa, định lý, quy tắc hay phương 
pháp, những hoạt động phức hợp bao gồm hoạt động 
trí tuệ chung và hoạt động ngôn ngữ. Việc giải bài 
tập (cho dù là bài tập đơn giản nhất) cũng đòi hỏi SV 
phải trải qua quá trình quan sát, phân tích, liên tưởng, 
tổng hợp, phán đoán,… dựa vào những kinh nghiệm, 
kiến thức đã có để tìm đáp số từ những dữ liệu xuất 
phát. Quá trình đó giúp SV bổ sung thêm kiến thức 
mới và tạo cơ hội cho SV nhớ, hiểu, vận dụng, khắc 
sâu kiến thức. Trong môn Toán, có những yếu tố lí 
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thuyết đòi hỏi SV tiếp thu trong dạng tĩnh tại, riêng 
biệt, gây cho các em sự trừu tượng thì qua giải bài 
tập, SV được nắm kiến thức dưới dạng động, có sự 
tác động qua lại của nhiều yếu tố nên sự trừu tượng 
được giảm đi. Ngoài ra, các bài tập gắn với thực tiễn 
cuộc sống hàng ngày được kết hợp với sự dẫn dắt của 
GV về giá trị kiến thức môn Toán với thực tiễn giúp 
SV xác định động cơ, hứng thú học tập, tích cực, chủ 
động, tự giác trong học tập. Hơn nữa, sau mỗi lần 
giải bài tập thành công cùng với sự ghi nhận, động 
viên, khích lệ của GV sẽ mang lại cho SV niềm tin 
vào năng lực bản thân. Đây là điều kiện quan trọng 
để phát triển nhận thức, hình thành ở SV ý chí, quyết 
tâm học tập môn Toán, làm điểm tựa cho sự tiến bộ 
của các em đối với môn học
2.2. Một số dạng bài về chuỗi số nhằm phát triển 
năng lực giải toán cho SV
2.2.1. Kiến thức cần nhớ khi giải bài toán về khai 
triển hàm số thành chuỗi Fourier 

* Cho dãy số u1, u2, u3,... Biểu thức 

1 2
1

...
n

n n
n

u u u u
=

= + + +∑ (*) được gọi là chuỗi số. un

với n tổng quát gọi là số hạng tổng quát.

1

n

n n
n

S u
=

=∑ là tổng riêng thứ n của chuỗi số.

Nếu 
1

lim
n

n n
n n

S u S
→∞ =

= =∑  thì chuỗi số (*) là hội tụ

và có tổng S.
Rn = S – Sn gọi là phần dư thứ n của chuỗi số. Nếu 

chuỗi số hội tụ thì Rn → 0 khi n → ∞
Nếu Sn không dần tới giới hạn hữu hạn khi n → ∞ 

thì chuỗi là phân kỳ.
* Chuỗi Fourier với f(x) là: 

0

1
( ) ( cos sin )

2 n n
n

af x a nx b nx
∞

=

= + +∑
 

với các hệ số là các hệ số Fourier:
1 ( )cos( ) ( 0,1,2,...)na f x nx dx n

π

ππ −

= =∫

1 ( )sin( ) ( 1,2,...)nb f x nx dx n
π

ππ −

= =∫

2.2.2. Khai triển Fourier của hàm số
1) Điều kiện đủ của khai triển Fourier
Hàm số f(x) được gọi đơn điệu từng khúc trên 

đoạn [a,b], nếu có thể chia đoạn [a,b] thành hữu hạn 
các đoạn con đơn điệu của f(x). 

Nếu f(x) đơn điệu từng khúc và bị chặn trên [-π, π] 
thì chuỗi Fourier của nó hội tụ từng điểm trên đoạn ấy 
và tổng của chuỗi ấy bằng:

a.  f(x), −π <  x < π và f(x) liên tục tại x

b. [ ]1 ( ) ( ) ,
2

f x f x xπ π− + + − < <  và x là điểm

gián đoạn loại 1 của f(x) 
c.  [ ]1 ( ) ( ) ,

2
f f xπ π π− + = ±

2) Khai triển Fourier của hàm chẵn và lẻ
Nếu f(x) là hàm chẵn trên [−π,π] thì sinnx là 

hàm lẻ, nên bn = 0. Vậy chuỗi Fourier của hàm chẵn 
f(x) là khai triển theo các hàm cosnx :   

0

1
( ) cos

2 n
n

af x a nx
∞

=

= +∑
			 

Tương tự, nếu f(x) là hàm lẻ thì an = 0, nên ta có 
khai triển theo các hàm sinnx: 

1
( ) sinn

n
f x b nx

∞

=

=∑
		

3)  Khai triển Fourier trên nửa đoạn [0, π]
Để tìm được khai triển Fourier của hàm số f(x) 

trên đoạn [0, π] ta có thể khai triển f(x) trên cả đoạn 
[−π,π] rồi sử dụng các công thức của phần trước. 
Thông thường ta có ba cách khai triển:

- Khai triển chẵn: xét hàm F(x) như sau: 
[ ]( ), 0,

( )
( ), [ ,0)

f x x
F x

f x x
π
π

 ∈= 
− ∈ −

- Khai triển lẻ: [ ]( ), 0,
( )

( ), [ ,0)
f x x

F x
f x x

π
π

 ∈= 
− − ∈ −

; 

  
[ ]( ), 0,

( )
0, [ ,0)

f x x
F x

x
π
π

 ∈= 
∈ −

4)  Khai triển Fourier của hàm có chu kỳ bất kỳ
Cho f(x) có chu kỳ là 2L, L > 0, ta cần tìm chuỗi 

Fourier của f(x) trên [−L, L]. Để làm điều đó ta dùng 

phép biến đổi xt
L
π

=  và xét hàm số: 

( ) ( ) tLF t f x f
π

 = =  
 

Hàm F(t) sẽ có chu kỳ 2π. Thật vậy:  
( 2 ) 2 ( )tL tLF t f f F tπ π

π π
   + = + = =   
   

Vậy ta có khai triển Fourier của F(t) trên [−π,π]:
0

1
( ) ( cos sin )

2 n n
n

aF t a nt b nt
∞

=

= + +∑
Trong đó:
1 1 1F(t) cos( ) f cos( ) ( ) cos

L

n
L

tL n xa nt dt nt dt f x dx
L L

π π

π π

π
π π π− − −

 = = = 
 ∫ ∫ ∫

   
với n = 0, 1, 2,…,

1 ( )sin
L

n
L

n xb f x dx
L L

π

−

= ∫  với n = 0, 1, 2,…,
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Trở lại biến x ta được:   
0

1
( ) ( cos sin )

2 n n
n

a n x n xf x a b
L L
π π∞

=

= + +∑

với an và bn được tính theo 2 công thức trên.
2.2.3. Một số dạng bài về chuỗi số nhằm phát triển 
năng lực giải toán cho SV

Bài 1: Tìm chuỗi Fourier của hàm f(x) xác định 
bởi: f(x) = 1; 0 ≤ x ≤ 2π; T = 2π

HDG: Ta có chuỗi Fourier: 
0

1
( ) ( cos sin )

2 n n
n

af x a nx b nx
∞

=

= + +∑
Cần xác định các hệ số của chuỗi Fourier: 

2 2

0
0 0

1 1 1( ) 1. .2 2a f x dx dx
π π

π
π π π

= = = =∫ ∫
  

2 2

0 0

1 1( )cos( ) (1.cos( )) 0na f x nx dx nx dx
π π

π π
= = =∫ ∫

 
2 2

0 0

1 1 cos 0 cos 2( )sin( ) (1.sin( )) 0n
nb f x nx dx nx dx

n

π π π
π π π

−
= = = =∫ ∫

  
Vậy chuỗi Fourier tương ứng của hàm f(x) đã cho 

là:  0

1
( ) ( cos sin ) 1

2 n n
n

af x a nx b nx
∞

=

= + + =∑
         
Bài 2: Tìm chuỗi Fourier của hàm f(x) xác định 

bởi:   
0; 0

( ) ; 2
1; 0

x
f x T

x
π

π
π

− ≤ ≤
= = < ≤

HDG: Cần xác định các hệ số của chuỗi Fourier. 

Ta có: 
0

0
0

1 1( ) 0. 1. 1a f x dx dx dx
π π

π ππ π− −

 
= = + = 

 
∫ ∫ ∫  

0

0

1 1( )cos( ) (0.cosnx) (1.cosnx) 0na f x nx dx dx dx
π π

π ππ π− −

 
= = + = 

 
∫ ∫ ∫

 
0

0

1 1( )sin( ) (0.sin(nx)) (1.sin(nx))nb f x nx dx dx dx
π π

π ππ π− −

 
= = + 

 
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1 cos n

n
π

π
−

=
 

0; 2
2 ; 2 1

n k

n k
nπ

=
= 

= +
Vậy chuỗi Fourier tương ứng của hàm f(x) đã cho 

là:  
 

1( ) ; 2
2

f x n k= =

 1

1 2( ) sin(2k 1) ; 2 1
2 (2 1)k

f x x n k
k π

+∞

=

= + + = +
+∑

Bài 3: Tìm chuỗi Fourier của hàm f(x) xác định 

bởi:  
1; 0

( ) ; 2
2; 2

x
f x T

x
π

π
π π
≤ ≤

= = < ≤

HDG: Cần xác định các hệ số của chuỗi Fourier. 

Ta có:  
2

0
0

1 ( )a f x dx
π

π
= ∫   

2

0

1 1. 2. 3dx dx
π π

ππ
 

= + = 
 
∫ ∫

2

0

1 ( ) cos( )na f x nx dx
π

π
= ∫

2

0

1 (1.cosnx) (2.cosnx) 0dx dx
π π

ππ
 

= + = 
 
∫ ∫

 
2

0

1 ( )sin( )nb f x nx dx
π

π
= ∫

2

0

1 (1.sin(nx)) (2.sin(nx))dx dx
π π

ππ
 

= + 
 
∫ ∫

      

0; 2
cos 1

2 ; 2 1

n k
n
n n k

n

π
π

π

=
− = = 

− = +

Vậy chuỗi Fourier tương ứng của hàm f(x) đã cho 

là:
1

3 2( ) sin(2k 1)
2 (2 1)k

f x x
k π

+∞

=

−
= + +

+∑; n = 2k
 

1

3 2( ) sin(2k 1)
2 (2 1)k

f x x
k π

+∞

=

−
= + +

+∑
        

Bài 4: Tìm chuỗi Fourier của hàm f(x) xác định 
bởi: f(x) = x2; −π ≤ x ≤ π; T = 2π

HDG: Ta thấy hàm số f(x) = x2 liên tục tại mọi 
điểm thuộc đoạn [−π, π] nên chuỗi Fourier của f(x) 
hội tụ về chính nó.

Do f(x) = x2  là hàm chẵn nên ta có hệ số bn = 0.

Ta có: 
3

2 2
0

0 0 0

2 2 2 2( ) .
3 3
xa f x dx x dx

ππ π

π
π π π

 
= = = = 

 
∫ ∫

  

0

2 ( ) cos( )na f x nx dx
π

π
= ∫ 2

0

2 ( .cos( ))x nx dx
π

π
= ∫

Đặt: 
2

cos( )
u x
dv nx dx
 =


=
  

2

0 0

2 1 2sin( ) ( .sin( ))na x nx x nx dx
n n

π π

π
 

⇒ = − 
  

∫
      

2 2

4 4cos( ) ( 1)n
na n

n n
π⇒ = = −

Vậy chuỗi Fourier tương ứng của hàm f(x) đã cho 

là: 2
2

1

1 4( ) ( 1) cos
3

n

n
f x nx

n
π

+∞

=

= + −∑
3. Kết luận

Qua phần trình bày một số dạng bài tập khai triển 
hàm số thành chuỗi số dạng Fourier nhằm phát triển 
năng lực giải toán cho SV, giúp SV tiếp tục nghiên 
cứu và áp dụng vào các học phần chuyên ngành một 
cách dễ dàng và vận dụng linh hoạt các kiến thức vào 
giải các bài toán. Từ đó giúp SV hứng thú và học tốt 
phần Chuỗi trong chương trình Phương trình toán lý 
ở đại học.
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