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1. Đặt vấn đề
Tích phân là một trong những nội dung chính 

được giảng dạy trong học phần Toán cao cấp của 
sinh viên (SV) các trường Đại học. Tích phân là một 
trong những nội dung khó, có tính trừu tượng cao và 
ít gây được hứng thú với SV.Tuy nhiên, tích phân lại 
có những ứng dụng rất cụ thể và hiệu quả trong cuộc 
sống như đo chiều dài của một đường cong, tính diện 
tích của một hình phẳng, tính diện tích bề mặt và thể 
tích của một vật thể,... Nhiều SV có thể ứng dụng công 
thức tích phân để làm các bài toán tích phân rất tốt 
nhưng lại không biết ứng dụng ý tưởng của tích phân 
vào giải quyết các bài toán thực tế. Ví dụ khi phải tích 
diện tích của một thửa ruộng, diện tích mảnh vải áo 
trong thiết kế áo, diện tích của một chi tiết máy,....Nếu 
các hình tính diện tích này không  phải là các hình chữ 
nhật, tam giác hay hình thang, hình tròn có sẵn công 
thức tinh toán thì nhiều SV lúng túng không biết làm 
thế nào. Để các em SV có thể vận dụng tư tưởng của 
tích phân Riemann vào ngành học của mình, đồng thời 
giúp các em thấy được vai trò, ý nghĩa quan trọng của 
tích phân trong đời sống thực tiễn, thì khi dạy khái 
niệm tích phân cần có những hình ảnh trực quan, sinh 
động để khái niệm được trở nên dễ hiểu và tư tưởng 
của Riemann dễ được thấm nhuần trong ứng dụng. 
Maple là một trong những phần mềm có thể hỗ trợ rất 
tốt cho nội dung này.
2. Nội dung nghiên cứu
2.1. Maple là gì

Maple là một hệ thống tính toán trên các biểu 
thức đại số và minh họa toán rất mạnh mẽ được phát 
triển bởi các nhà nghiên cứu của Đại học Waterloo 
(Canada) từ năm 1980 và được thương mại hoá bởi 
công ty Warterloo Maple Inc. Phiên bản Maple đầu 

tiên ra đời năm 1980, đến nay đã phát triển đến phiên 
bản 13 (2009) và ngày càng hoàn thiện hơn. Maple có 
cách cài đặt đơn giản, chạy được trên tất cả các hệ điều 
hành, cấu trúc linh hoạt dễ sử dụng, đặc biệt có trình 
trợ giúp Help nên tạo điều kiện cho người dùng dể sử 
dụng. Maple trở thành sự lựa chọn sử dụng trong dạy 
học của nhiều nước trên thế giới.

Maple có một số tính năng cơ bản của như sau:
Là một hệ thống tính toán trên các biểu thức đại số;
Có thể thực hiện hầu hết các phép toán cơ bản 

trong chương trình toán học phổ thông và đại học;
Cung cấp các công cụ minh họa hình học thuận 

tiện như: Vẽ đồ thị tĩnh hoặc động của các đường, các 
mặt được cho bởi các hàm tùy ý trong nhiều hệ trục 
tọa độ khác nhau;

Ngôn ngữ lập trình đơn giản và mạnh mẽ có khả 
năng tương tác với các ngôn ngữ khác như Latex, 
Word, HTML,...

Một công cụ biên soạn giáo án và bài giảng điện 
tử, thích hợp với các lớp học tương tác trực tiếp;
2.2. Khái niệm tích phân xác định

a)Tình huống có vấn đề
Giả sử cho hàm số y=f(x) xác định và liên tục trên 

một khoảng đóng [a,b] , giả sử f(x)  không âm trên 
[a,b] . Bài toán tìm diện tích của hình giới hạn bởi đồ 
thị của hàm số f(x) , trục hoành và các đường thẳng 
x=a; x=b
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Đây là một hình chưa có công thức tính diện tích  
như hình chữ nhật , hình tam giác hay hình tròn. Vậy 
làm thế nào để tính được?

Tư tưởng của tích phân Riemann là muốn tìm diện 
tích S của hình giới hạn bởi đồ thị của hàm số f(x), trục 
hoành và các đường thẳng x=a; x=b, thì chia diện tích 
S thành các hình chữ nhật sau đó tính tổng diện tích 
các hình chữ nhật. Khi số hình chữ nhật tăng lên thì 
tổng diện tích của các hình chữ nhật tính được sẽ ngày 
càng gần bằng với diện tích chính xác của hình S.

Ví dụ: Tìm diện tích của  hình giới hạn bởi đồ thị 
của  hàm ( ) ( ) ( )2 2sin 1 cos 1 2f x x x x x= + − − − + + , trục
hoành và các đường thẳng x=2; x=5

Dùng phần mền Maple ta có hình của miền giới 
hạn đó như sau
> with(student):
> middlebox(sin(x^2+x-1)-cos(x^2-x+1)+2,x=2..5,1);

Hình (1)
Gọi diện tích hình phải tính là S. Nếu chia đoạn 

[2, 5] thành 15 đoạn bằng nhau thì diện S được chia 
tương ứng thành 15 hình chữ nhật như hình hình (2)
> middlebox(sin(x^2+x-1)-cos(x^2-x+1)+2,x=2..5,15);

Hình (2)
Ta có thể thấy diện tíc S gần bằng tổng diện tích 

15 hình chữ nhật 
- Nếu chia đoạn [2, 5] thành 30 đoạn bằng nhau thì 

diện S được chia tương ứng thành 30 hình chữ nhật 
như hình hình (3)
> middlebox(sin(x^2+x-1)-cos(x^2-x+1)+2,x=2..5,30);

Hình (3)
- Nếu chia đoạn [2, 5] thành 60 đoạn bằng nhau thì 

diện S được chia tương ứng thành 60 hình chữ nhật 
như hình hình (4)
> middlebox(sin(x^2+x-1)-cos(x^2-x+1)+2,x=2..5,60);

Hình (4)
Như vậy càng chia nhỏ đoạn [2, 5] thì diện tích S 

càng gần bằng tổng diện tích của các hình chữ nhật.
    Xuất phát từ ý tưởng tính gần đúng bằng cách 

chia nhỏ hình  rồi cộng lại ở trên, khái niệm tích phân 
xác định cho các hàm số một biến số do nhà toán học 
người Đức tên là Bernhard Riemann đề xuất và hoàn 
chỉnh bởi nhà toán học pháp Darboux.đã ra đời.

b) Phân hoạch của [a, b]
Cho [a, b] là một đoạn trong R. Một phân hoạch 

∏ của [a, b]
Là một sự phân  chia đoạn đó thành n đoạn nhỏ bởi 

các điểm chia lần lượt là:
  0 1 2 .... nx a x x x b= < < < < =

Các điểm 0 1 2, , , ...., nx x x x   gọi là các điểm chia 
của phân hoạch ∏

( ) 11
ax k kk n

d m x x −≤ ≤
= −∏  gọi là độ dài của phân hoạch 

∏. Họ tất cả các phân hoạch của [a, b] được viết là
[ ],a bℑ .

c) Lập tổng tích phân Riemann
cho hàm f (x) xác định dương  trên đoạn [a, b] và 

một phân hoạch ∏ của [a, b]bởi các điểm chia
0 1 2 .... nx a x x x b= < < < < = .

Trên mỗi đoạn chia [ ]1 , 1k kx x k n−− ≤ ≤  chọn tùy ý 
một điểm kξ .

Tổng ( ) ( )1 1
1

, ..., .
n

n n k k k
k

S f x xξ ξ ξ −
=

= −∑
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gọi là tổng tích phân Riemann của f (x) ứng với phân 
hoạch ∏ và các điểm chọn ξk, 1 ≤ k ≤ n. Khi phân 
hoạch ∏ cùng các điểm chia thay đổi ta được ta được 
một họ các Sn (không đếm được).

Ta nói họ các tổng trên có giới hạn C ∈ R khi 
d (∏ ) → 0 hay n → ∞ và viết

( )
( )

( )
( )1 10 0 1

lim , ..., lim .
n

n n k k kd n d n k
S f x x Sξ ξ ξ −∏ → ∏ →

=

= − =∑
 

hay  lim nn
S S

→∞
=    (2)

nếu [ ] ( )0, 0 : , ,a b dε δ δ∀ > ∃ > ∀ ∈ℑ <∏ ∏  
thì nS S ε− <

Với mọi cách chọn ξk, 1 ≤ k ≤ n. 
d) Định nghĩa: Nếu giới hạn (2) tồn tại hữu hạn ta 

nói S là tích phân xác định hay tích phân Riemann của 
hàm f (x) trên đoạn [a, b] và viết là

( )
b

a

S f x dx= ∫
 

Hàm f (x) khi đó gọi là khả tích Riemann hay đơn 
giản là khả tích.

Chú ý : ( ) 1.k k kf x xξ −− chính là diện tích hình chữ
nhật có độ dài 2 cạnh là  1k kx x −− và ( )kf ξ  

( ) 1
1

.
n

n k k k
k

S f x xξ −
=

= −∑  là tổng diện tích n hình chữ 

nhật ứng với phân hoạch chia [a, b] thành n đoạn 
thẳng.

Như vậy tư tưởng chính của tích phân  là chia 
nhỏ các khái niệm như “phân hoạch”, “tính tổng” và 
“chuyển qua giới hạn”. Hiểu rõ tư tưởng của tích phân 
sẽ giúp SV biết vận dụng sáng tạo tư tưởng đó vào 
việc tính diện tích của các bài toán thực tế. 
2.3.Ví dụ tính diện tich các hình

 Các hình trên không phải là các hình đã biết công 
thức tính diện tích. Vận dụng tư tưởng của tích phân 
Riemann SV có thể biết cách tính gần đúng bằng cách 
chia hình đã cho thành các hình chữ nhật và hình tam 
giác, hình thang, rồi cộng các diện tích hình chữ nhật, 
hình tam giác,hình thang lại ta có số đo gần đúng của 
diện tích hình cần tìm.

Tuy nhiên sau khi học xong định nghĩa tích phân 
xác định và công thức Newton- Leibnitz thì ta có thể 

giài toán tìm diện tích của hình giới hạn bởi đồ thị của 
hàm số f(x) , trục hoành và các đường thẳng x=a; x=b 
một các dễ dàng và chính xác qua việc tính tích phân 

( )
b

a

S f x dx= ∫
Ví dụ 1: Tính diện tích của hình giới hạn bởi đồ thị 

của hàm số f (x) = x2, trục hoành và các đường thẳng 
x=0; x=1

1
2

0

1
3

S x dx= =∫
Ví dụ 2: Tính diện tích của hình giới hạn bởi đồ thị 

của hàm số ( ) 21
2

f x x= , trục hoành và các đường 

thẳng x=-5; x=5

5
2

0

12 125
2

S x dx= =∫ 125/3

3. Kết luận
Để toán học gần hơn và dễ áp dụng hơn trong thực 

tế cuộc sống và trong công việc của mỗi SV khi ra 
trường, thì khi dạy các khái niệm trừu tượng và khó 
như khái niệm tích phân xác định, giảng viên cần biết 
sử dụng các công cụ của công nghệ thông tin như phần 
mềm Maple để hỗ trợ bài giảng. Hình ảnh trực quan 
và sinh động sẽ giúp SV hiểu được ý nghĩa và vai trò 
của khái niệm một cách tổng quát hơn và dễ dàng hơn.
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