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1. Đặt vấn đề 
Có những bài toán mà giả thiết và kết luận vốn đã 

quá xa nhau. Lại có những bài toán thực tế là chúng 
gần nhau, nhưng để gây “khó dễ” cho người giải, tác 
giả bài toán cố tình làm cho chúng trở nên xa nhau 
hơn. Nhiệm vụ của người giải toán là tìm cách bắc 
những nhịp cầu logic để thu hẹp khoảng cách giữa 
giả thiết và kết luận, từ đó tìm ra lời giải tốt nhất.	
2. Nội dung nghiên cứu
2.1. Phương pháp quan sát và phân tích kết luận để 
định hướng các phép biến đổi giả thiết

Các bài toán loại này thường có dạng tổng quát 
A ⇒ B.

Quy trình suy luận theo phương pháp này được 
mô tả như sau: A ⇒ A1 ⇒ A2 ⇒ ,,, ⇒ An ⇒ B

Trong đó mỗi phép biến đổi phải được định 
hướng đúng đắn từ kết luận, không phải biến đổi một 
cách chung chung, thiếu mục đích.

Bài toán 1
Chứng minh rằng trong tam giác ABC không 

vuông, nếu góc = 450 thì:
(1 + cot A)(1 + cot C) = 2
Hướng dẫn giải
Ta xuất phát từ giả thiết = 450 để phân tích và 

biến đổi như sau:
= 450 00 13545 =+⇒=

∧∧∧

CAB  (vì trong kết luận chỉ có A 
và C).
⇒cot(A + C) = −1 (vì A và C nằm trong hàm cot).

1
tantan
tantan1

−=
+

−
⇒

CA
CA   (Vì A và C nàm trong các

hàm số lượng giác riêng biệt).

CACA cot
1

cot
1

cotcot
11 −−=−⇒ (vì trong kết luận 

chỉ chứa hàm cot)
1cotcotcotcot =++⇒ CACA     (vì trong kết luận 

không có dạng phân thức).
21cotcotcotcot =+++⇒ CACA   (để có 2 ở vế

phải đồng thời vế trái phân tích được thành nhân tử).
⇒ (1+cot A)(1+ cot C) = 1. Đây chính là kết luận.
Lời giải bài toán này khá đơn giản và cũng có thể 

giải theo cách khác. Điều đáng nói ở đây là các phép 
biến đổi đều được định hướng chính xác và sau mỗi 
phép biến đổi thì kết quả thu được càng gần hơn với 
kết luận của bài toán.

Bài toán 2
Chứng minh rằng nếu a,b,c là độ dài ba cạnh của 

một tam giác có chu vi bằng 2 thì:
a2 + b2 + 2abc < 2                                          (1)
Hướng dẫn giải
Từ giả thiết của bài toán: a,b,c là độ dài ba cạnh 

của một tam giác; a + b + c = 2 ta suy ra:
0 < a,b,c <1
do đó: (1 − a)(1− b) (1− c) > 0                       (2)
Việc chọn bất đẳng thức (2) dựa vào điều kiện 

của a,b,c trong giả thiết cũng như tính bình đẳng của 
a,b,c trong bất đẳng thức  (1).

Sử dụng phương pháp phân tích, biến đổi đồng thời 
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(2) ⇒ 1 − (a + b + c) + ab + bc + ca − abc > 0
⇒ a + b + c − (ab + bc + ca) + abc < 1
(do vế phải (1) là hằng số)
2(a + b + c) − 2(ab + bc + ca) + 2abc < 2
(do vế phải (1) bằng 2)
(a + b + c)2 − 2(ab + bc + ca) + 2abc < 2
(thay 2 = a + b + c để xuất hiện (a + b + c)2 vì 

trong (1) có các biểu thức bậc hai đối với a,b,c)
.22222 <+++⇒ abccba

Từ lời giải trên ta có thể đề xuất bài toán tổng 
quát và phát hiện ra nguồn gốc hình thành bất đẳng 
thức (1).

Giả thiết rằng a,b,c là ba cạnh của tam giác có chu 
vi là 2p, khi đó: 

(p − a)(p − b) (p − c) > 0
⇒ p3 − p2 (a + b + c) + p (ab + bc + ca) − abc > 0
⇒ p2 (a + b + c) − p (ab + bc + ca) + abc < p3

⇒ 2p (a + b + c) − 2 (ab + bc + ca) 222)(2)(2 pabc
p

cabcabcbap <+++−++⇒  

(nhân 2 vế với 02
>

p
)

⇒ (a + b + c)2 − 2 (ab + bc + ca) 222)(2)(2 pabc
p

cabcabcbap <+++−++⇒  

(thay cbap ++=2 )

.22 2222 pabc
p

cba <+++⇒                      (3)

Bất đẳng thức (1) là trường hợp riêng của bất 
đẳng thức (3) khi p = 1.
2.2. Phương pháp phân tích và biến đổi kết luận 
từ những định hướng hợp lý qua việc phân tích 
giả thiết

Quy trình suy luận A ⇒ B diễn ra như sau: thay 
B bởi B1, B2,..., Bn sao cho sau mỗi phép biến đổi thì 
kết quả thu được ngày càng gần A (phép biến đổi này 
là ⇔); trong đó A, B đã biết, B1, B2,..., Bn phải tìm. 
Khi đó, nếu Bn là A thì bài toán kết thúc. Nếu Bn chưa 
phải là A thì ta giải bài toán A ⇒ Bn, đơn giản hơn 
bài toán đã cho.

Bài toán 3
Với điều kiện ax + by + cz = 0, hãy đơn giản biểu 

thức

Hướng dẫn giải
Gọi M là mẫu số. Để đơn giản được P thông thường 

ta phải biến đổi mẫu số thành tích sao cho phải có một 
thừa số là ax2 + by2 + cz2. Hơn nữa ta phải biến đổi để 
sử dụng được giả thiết ax + by + cz = 0

Ta biến đổi M như sau:

M = ab(x2 − 2xy + y2) + bc(y2 − 2yz + z2) 
       + ca(z2 − 2zx + x2)
    = ax2(b + c) + by2(c + a) + cz2(a + b) 
       − 2abxy − 2bcyz − 2cazx
Để tạo ra thừa số ax2 + by2 + cz2, trong ba số hạng 

đầu của M ta thêm bớt các số hạng thích hợp để trong 
ngoặc đều là a + b + c. Khi đó ta có:

M = ax2(a + b + c) + by2(a + b + c) + cz2(a + b + c)
       −(a2x2 +b2y2 + c2z2) + 2abxy + 2bcyz + 2cazx)
    = (ax2 +by2 + cz2) (a + b + c) − (ax + by + cz)2

    = (ax2 +by2 + cz2) (a + b + c)
    (do (ax +by + cz) = 0).
Vậy .1

cba
P

++
=

Bài toán 4
Cho tam giác ABC bất kì có các cạnh BC = a, 

CA = b, AB = c. Chứng minh với mọi x ∈ R ta đều có:
).cos(coscos

2
11 2 CBxAx ++≥+

                   
(4)

.0)( 222222 >+−++ cxacbxb                         (5)
Hướng dẫn giải
Nhận xét rằng các bất đẳng thức (4) và (5) sau 

phép biến đổi và thu gọn đều có dạng:
f (x) = Mx2 + Nx + P ≥ 0
hoặc f (x) = Mx2 + Nx + P > 0

trong đó 
2
1

=M  hoặc M = b2 đều là số dương. Khi đó,

theo định lý thuận về dấu của tam thức bậc hai, thay 
vì giải bài toán ban đầu, ta giải bài toán điều kiện đủ.

Chứng minh ∆ ≤ 0 cho (4) hoặc ∆ < 0 cho (5).
Với bất đẳng thức (4), ta có:
(4)

 
0cos1)cos(cos

2
1 2 ≥−+++⇔ AxCBx

)cos1(2)cos(cos 2 ACB −−+=∆

2
sin4

2
cos

2
cos4 222 ACBCB

−
−+

=

.1
2

cos
2

sin4 22 





 −

−
=

CBA

Rõ ràng ∆ ≤ 0
Với bất đẳng thức (5), ta có:

222222 4)( cbacb −−+=∆

).1(cos4 222 −= Acb

Do .1cos0 2 <⇒<< AA π
Vậy ∆ < 0.
Các bài toán được giải bằng cách phân tích, biến 

đổi kết luận rồi thay bài toán đã cho bởi các bài toán 
tương đương hoặc bài toán điều kiện đủ. 
2.3. Phân tích, biến đổi đồng thời giả thiết, kết luận 
và các dữ liệu liên quan trong bài toán
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Giả thiết và kết luận bao giờ cũng có mối liên 
hệ với nhau. Việc bắc cầu chỉ từ một phía đôi khi 
không cho ta hướng giải quyết bài toán trong trường 
hợp mối liên hệ giữa giả thiết và kết luận quá phức 
tạp. Chúng đòi hỏi người giải toán phải đồng thời 
quan sát kết luận để định hướng đúng phép biến đổi 
cho giả thiết và phải căn cứ vào giả thiết để có định 
hướng đúng phép biến đổi kết luận. 

Bài toán 5
Giả sử rằng tan α và tan β là các nghiệm của 

phương trình:
x2 + px + q = 0
Hãy tính số trị của biểu thức sau theo p và q:

).(cos)cos()sin()(sin 22 βαβαβαβα ++++++= qpM

Hướng dẫn giải
Trước hết, do M chứa hàm số lượng giác của các 

góc nên ta biến đổi giả thiết đã cho về dạng:
p−=+ βα tantan

q=βα tan.tan

(Áp dụng định lý Vi – ét).
Lại do trong biểu thức M chứa các hàm lượng 

giác của góc α + β nên ta tiếp tục biến đổi giả thiết 
về dạng:

q
p

−
−

=
−

+
=+

1tantan1
tantan)tan(

βα
βαβα

(với giả thiết q ≠ 1)
Từ đó, để tính M ta tìm cách biểu diễn M qua 

tan (α + β):
])tan()()[tan(cos 22 qpM +++++= βαβαβα

],)tan()([tan
)(tan1

1 2
2 qp ++++

++
= βαβα

βα

chỉ việc thay 
q
p

−
−

=+
1

)tan( βα  vào M ta được:


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q
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M
11

)1(
1

1
2

2

2

.qM =

Trường hợp :1=q  

Khi đó 1)sin(0)cos(1)tan( =+⇒=+⇒=+ βαβαβα

và .1)(sin 2 =+= βαM
Vậy với mọi q ta đều có: .qM = 	

2.4. Bài tập đề nghị

Bài toán 6
Các số a, b, c, d theo thứ tự đó lập thành một cấp 

số cộng. Chứng minh rằng nếu lấy số m sao cho:
||2 bcadm −≥

thì với mọi x ta có: 
(x − a)(x − b) (x − c) (x − d) + m2 ≥ 0
Bài toán 7
Gọi a, b, c là độ dài các cạnh và x, y, z là độ dài 

các đường phân giác trong của tam giác ABC. Hãy 
chứng minh:

.111111
cbazyx

++>++

Bài toán 8
Tứ giác ABCD nội tiếp trong đường tròn với các 

cạnh AB = a, BC = b, 
CD = c, DA = d. Chứng minh rằng:

trong đó ).(
2
1 dcbap +++=

Bài toán 9
Chứng minh rằng trong tam giác ABC, nếu:

2222 4Rcba +=+

thì .tan
1tantan
1tantan 2 C

BA
BA

=
−
+

3. Kết luận 
Việc tìm cách làm cho kết luận và giả thiết xích 

lại gần nhau là việc làm ngược chiều của người giải 
toán so với tác giả bài toán (tác giả bài toán luôn tìm 
cách làm cho kết luận xa thêm với giả thiết). Để làm 
được việc này, người giải toán phải đoán được ý đồ 
của tác giả, từ đó có thể tổng quát hoá bài toán hoặc 
xây dựng hệ thống bài toán tương tự, góp phần phát 
triển khả năng khái quát hoá, khả năng suy luận logic 
cho người làm toán. 
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