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TÓM TẮT  
Bài báo trình bày một cách tính toán tải trọng giới hạn của 
kết cấu phẳng dựa trên phương pháp cận trên lý thuyết phân 
tích giới hạn của kết cấu. Phương pháp số áp dụng trong công 
trình này là phương pháp phần tử hữu hạn (FEM). 
Từ khóa: Phân tích trạng thái giới hạn; tối ưu hoá phi tuyến; 
phương pháp phần tử hữu hạn. 
 
ABSTRACT 
We introduce a so-called direct method for the computation 
of limit loads of structures subjected to propotional loading. 
The method is based on upper bound theorem using the von 
Mises yield criterion. The finite element method is used in 
this investigation. 
Keywords: Limit analysis, non-linear programming, finite 
element method. 

 
1. ĐẶT VẤN ĐỀ 
Phân tích trạng thái giới hạn (limit analysis) đóng vai trò 

quan trọng trong đánh giá an toàn và thiết kế kết cấu, đặc 
biệt trong các nhà máy điện hạt nhân, công nghiệp hóa chất, 
kỹ thuật cơ khí và trong xây dựng. 

Dựa trên mô hình vật liệu đàn dẻo lý tưởng hay cứng dẻo 
lý tưởng, lý thuyết phân tích giới hạn cho phép tính toán khả 
năng chịu tải mà kết cấu có khả năng chịu được dưới tác dụng 
tỷ lệ. Khi vượt qua giới hạn này, kết cấu sẽ bị phá hủy do chảy 
dẻo. Để tính toán được tải trọng giới hạn của kết cấu, chúng 
ta có thể sử dụng các phương pháp phân tích từng bước. Ở 
phương pháp này chúng ta chia nhỏ quá trình chất tải ra 
thành các bước nhỏ và khảo sát toàn bộ quá trình phát triển 
ứng suất biến dạng của kết cấu cho đến lúc kết cấu phá hủy 
hoàn toàn. Phương pháp này thường được dùng để tính toán 
các kết cấu đơn giản, chúng ta có thể thấy trong các giáo 
trình cho sinh viên Đại học. Phương pháp này có nhược điểm 
là bên canh việc phân tích mất rất nhiều thời gian thì chúng 
ta còn phải biết rõ toàn bộ quá trình chất tải hay cất tải, điều 
này rất khó thực hiên trong các tình huống hay bài toán kỹ 
thuật thực tế. Chúng ta có thể vượt qua những khó khăn của 
phương pháp phân tích từng bước bằng một phương pháp 
khác gọi là phương pháp trực tiếp (direct method). Thuận tiện 

nhất của phương pháp này là chúng ta không cần biết toàn 
bộ lịch sử của quá trình chất tải mà chỉ quan tâm đến giá trị 
tải lớn nhất (tương ứng với nó là ứng suất biến dạng ở trang 
thái cực hạn) mà ở đó kết cấu bị phá hủy [1-3] . Có hai phương 
pháp cơ bản trong nhóm các phương pháp trực tiếp là 
phương pháp động và phương pháp tĩnh. Các phương pháp 
trực tiếp dẫn bài toán tìm lực giới hạn về các bài toán tối ưu 
toán học, theo phương pháp tĩnh chúng ta đưa bài toán tìm 
giá trị lớn nhất trong số các tải trọng làm cho kết cấu an toàn. 
Theo phương pháp động bài toán tìm lực phá hủy nhỏ nhất 
trong trường chuyển vị khả dĩ. Việc giải bài toán tìm giá trị 
giới hạn của tải trọng bằng phương pháp trực tiếp dẫn đến 
việc ứng dụng được các phương pháp, thuật toán của lý 
thuyết toán tối ưu [4-7]. 

Bài báo này giới thiệu phương pháp động (kinematic 
approach) để tìm giá trị tải trọng giới hạn tác dụng lên kết 
cấu phẳng. Phương pháp số dùng để rời rạc hóa bài toán là 
phương pháp phần tử hữu hạn (FEM). 

 
2. PHƯƠNG PHÁP TRỰC TIẾP GIẢI BÀI TOÁN TÍNH LỰC 

GIỚI HẠN TÁC DỤNG LÊN KẾT CẤU 
2.1. Phân tích trạng thái giới hạn của kết cấu 
Xét một kết cấu làm từ vật liệu đàn hồi dẻo lý tưởng hoặc 

cứng dẻo lý tưởng chịu một hệ lực P tác dụng. 
αP 

 
Hình 1. Cơ cấu phá hủy của dầm 
Giả thiết cho bài toán phân tích giới hạn kết cấu là tất cả 

các thành phần của hệ lực thay đổi thông qua một hệ số tỷ 
lệα . Ta gọi đó là các tải trọng tỷ. Ở dạng ma trận ta có thể 
viết: 

0α=P P      (2.1)                                  

Trong đó: 0P là vector lực cố định. 

Khi α  vẫn còn đủ nhỏ, ứng xử của kết cấu là hoàn toàn 
đàn hồi. Khi α tăng dần lên và đến một giá trị nào đó, trong 
kết cấu bắt đầu xuất hiện điểm chảy dẻo đầu tiên. Trạng thái 
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này gọi là giới hạn đàn hồi. Tiếp tục tăng α  trong kết cấu 
xuất hiện các vùng dẻo, kết cấu dần đần tạo thành cơ cấu phá 
hủy. Trạng thái này gọi là trạng thái giới hạn, kết cấu bị phá 

hủy dưới tác dụng của ngoại lực. Giá trị limα tương ứng với 

trạng thái phá hủy gọi là hệ số tải trọng giới hạn (the limit 
load factor). 

2.2 Xây dựng bài toán bằng phương pháp động 
Như đã trình bày ở mục 1, các phương pháp trực tiếp bao 

gồm phương pháp cận dưới và phương pháp cận trên. Ở 
phương pháp cận dưới, chúng ta tìm lực lớn nhất mà kết cấu 
đảm bảo an toàn trong trường khả dĩ tĩnh của ứng suất. Trong 
phương pháp cận trên, ta tìm lực phá hủy nhỏ nhất trong 
trường khả dĩ động.  

Dựa trên định lý cận trên hệ số an toàn có thể tìm được 
bằng việc giải một bài toán tối ưu cực tiểu như sau: 
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Dạng chuẩn hóa của bài toán (2.2) như sau:                                                               
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Bài toán (2.3) là bài toán tối ưu toán học, giải bài toán này 
sẽ cho ta giá trị của hệ số tải trọng giới hạn. 

2.3 Giải bài toán tìm tải trọng giới hạn bằng phương 
pháp cận trên 

Nếu tiêu chuẩn chảy dẻo Von-Mises được sử dụng thì 
năng lượng tiêu tán dẻo của kết cấu: 

2
3

p
yD σ= Tε Dε                                                 (2.4) 

Trong đó : yσ là ứng suất chảy dẻo của vật liệu, vector vận 

tốc biến dạng [ ]11 22 12
Tε ε γ=ε    , với bài toán ứng suất phẳng  
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 Rời rạc hóa bài toán (2.3) bằng phương pháp phần tử hữu 
hạn ta được bài toán (2.5). 
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Trong đó: NG là số điểm Gauss trên toàn bộ kết cấu. 
Bài toán (2.5) là một bài toán tối ưu phi tuyến có ràng 

buộc. Ta dùng phương pháp thừa số Lagrange chuyển bài 
toán (2.5) về bài toán không có ràng buộc. Sau đó giải điều 
kiện tối ưu Karush-Kuhn-Tucker (KKT) cho bài toán không ràng 
buộc bằng phương pháp Newton ta sẽ thu được lời giải tối ưu, 
tức là giá trị nhỏ nhất của hàm mục tiêu trong bài toán (2.5). 

 
3. VÍ DỤ TÍNH TOÁN  
Cho kết cấu chịu lực như hình 2.  
Yêu cầu: Tính tải trọng giới hạn P cho dầm liên tục 2 nhịp 

với chiều dài mỗi nhịp L= 2m, mô men dẻo của dầm 
2pM kNm=  

P P

 
Hình 2: Dầm liên tục chịu tải 

 
Hình 3: Cơ cấu phá hủy của dầm 
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Lời giải giải tích: Ở trạng thái giới hạn, năng lượng tiêu 
tán dẻo sẽ bằng với công ngoại lực và ta có phương trình 
trạng thái:  

in extW W=        (3.1) 

Trong đó: 2 . 2 . 2 . 6 .in p p p pW M M M Mθ θ θ θ= + + =    

ex
. .. . . .
2 2t

P L P LW P Lθ θ θ= + =  

Từ phương trình trạng thái (3.1) ta có:  
6 pM

P
l

=  

Thay số ta có :  

lim2 , 2 6pM kNm l m P kN= = → =  

Lời giải FEM: Rời rạc dầm với 400 phần tử tứ giác 4 nút, 
thuật toán giải bài toán (2.6) cho ta lực giới hạn P =6.45 kN. 

Nếu số phần tử tăng lên 600 và 800, kết quả là 6.36 kN và 6.25 
kN tương ứng. Ta có thể tăng số lượng phần tử lên để kết quả 
tiến về kết quả của lời giải giải tích, tuy vậy thu được vẫn sẽ 
cao hơn một chút so với lời giải giải tích. Các kết quả được 
tổng hợp ở bảng 1. 

Bảng 1: Kết quả lời giải giải tích và lời giải số. 
Phương pháp Kết quả 

Giải tích 

FEM -400 phần tử 

FEM-600 phần tử 

FEM- 800 phần tử 

  6 

6.45 

6.36 

6.25 

2 4 6 8 10 12 14 16

So vong lap

6

6.2

6.4

6.6

6.8

7

7.2

7.4

7.6

7.8

8

Ta
i t

ro
ng

 g
io

i h
an

 P
 (k

N
)

400 phan tu

600 phan tu

800 phan tu

 
Hình 4. Đường hội tụ của hệ số tải trọng ứng với các lưới FEM khác nhau 

 
 
4. KẾT LUẬN 
- Bài báo trình bày phương pháp cận trên, là một trong hai 

phương pháp cơ bản của lý thuyết phân tích trạng thái giới 
hạn của kết cấu, để tính giá trị tải trọng giới hạn của kết cấu. 

- Kết hợp với mô hình FEM phương pháp trực tiếp này cho 
phép giải được các bài toán lớn của kết cấu. 

- Phương pháp này có thể mở rộng ra cho bài toán tìm tải 
trọng giới hạn của loại kết cấu 2D, 3D, kết cấu tấm vỏ... 
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