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TÓM TẮT  
Kết cấu dàn là một trong những dạng kết cấu sử dụng nhiều nhất được 
lựa chọn làm phương án kết cấu cho các công trình vượt khẩu độ lớn. 
Trong thực tế thi công, các kết cấu dàn thường được chế tạo tại các 
nhà máy, sau đó được vận chuyển và lắp đặt tại các vị trí xây dựng công 
trình. Việc chế tạo các thanh dàn trong thực tế thường có sự sai lệch 
trong phạm vi cho phép so với chiều dài trong thiết kế và tính toán, điều 
này cũng được phép trong các tiêu chuẩn thi công nghiệm thu kết cấu 
thép hiện hành. Vì vậy, nội dung bài báo sẽ trình bày một phương pháp 
hiệu quả để xây dựng cách giải bài toán kết cấu dàn khi nhiều thanh dàn 
có chiều dài sai lệch do chế tạo. 
Từ khóa: Kết cấu dàn; sai lệch do chế tạo; phân tích tĩnh; phương 
pháp thừa số Lagrange. 
  
ABSTRACT 
Truss structure is one of the most commonly used structural solution 
for large span structures. In actual construction, truss structures are 
often manufactured in factories, then transported and installed at 
construction sites. The manufacturing of truss bars in practice often 
has deviations within the allowable range compared to the length in 
design and calculation, which is also allowed in current steel structure 
acceptance standards. Therefore, in this article, a effective method will 
be presented to build a solution for the truss structure with inaccurate 
fabricated member lengths. 
Keywords: Truss; fabrication error; static analysis; Lagrange 
method. 
 

1. ĐẶT VẤN ĐỀ 
Kết cấu dàn [17, 24, 27] là một dạng kết cấu nhẹ, có thể vượt 

khẩu độ lớn, đặc biệt dạng kết cấu này có thể tạo hình các dạng kiến 
trúc một cách dễ dàng. Vì vậy, kết cấu dàn là một trong những dạng 

kết cấu thường được các kiến trúc sư, kỹ sư sử dụng làm phương án 
thiết kế kết cấu cho các công trình xây dựng.  

Hiện nay các kết cấu dàn thường là các kết cấu được chế tạo sẵn 
tại các nhà máy chế tạo thép sau đó được vận chuyển và cẩu lắp tới 
công trường xây dựng. Vì vậy, một trong những điều không thể 
trách khỏi là việc sai lệch về chiều dài của các thanh dàn giữa bản vẽ 
thiết kế và quá trình gia công, chế tạo các thanh dàn. Các sai lệch về 
chiều dài các thanh dàn trong quá trình gia công chế tạo có thể làm 
cho các thanh dàn ban đầu sẽ có nội lực do quá trình lắp dựng. Vì 
vậy, vấn đề nghiên cứu các phương pháp để phân tích, tính toán nội 
lực và chuyển vị trong bài toán kết cấu dàn có kể đến sự sai lệch 
chiều dài thanh dàn do chế tạo là rất cần thiết và đã được nghiên 
cứu từ rất sớm như; phương pháp lực, phương pháp chuyển vị... 
[3,7,10,11,12, 26]. Hiện nay các phương pháp này đã được viết trong 
các giáo trình, sách tham khảo dùng trong đào tạo trình độ đại học 
trở lên trong nhiều chuyên ngành kỹ thuật khác nhau. 

Một trong những phương pháp hiệu quả để phân tích nội lực và 
chuyển vị của kết cấu hiện nay được sử dụng nhiều nhất là phương 
pháp phần tử hữu hạn. Phương pháp phần tử hữu hạn [1, 3, 7, 16] là 
phương pháp phân chia kết cấu ra thành các phần tử nhỏ (gọi 
chung là phần tử), tùy từng hình dạng của kết cấu công trình, các 
phần tử này có thể là các phần tử khối, các phần tử tấm hoặc các 
phần tử thanh. Các phần tử của kết cấu sẽ được liên kết với nhau tại 
các nút là các đỉnh của phần tử hoặc tại các vị trí trên các biên giữa 
các nút của phần tử. Với phương pháp này, thì ẩn của bài toán có 
thể là: Các thành phần chuyển vị (biến dạng) tại các nút (mô hình 
tương thích); Các thành phần nội lực (ứng suất) tại các nút (mô hình 
cân bằng); hoặc vừa là một số thành phần chuyển vị tại các nút và 
vừa là một số thành phần ứng nội lực tại các nút. 

Hiện nay, khi phân tích nội lực cho các kết cấu dàn trong thiết 
kế thì một trong những phương pháp thường được sử dụng nhiều 
nhất là phương pháp phần tử hữu hạn. Các tài liệu khi viết về 
phương pháp phần tử hữu hạn để phân tích bài toán kết cấu dàn có 
sự sai lệch chiều dài trong quá trình cấu tạo thường trình bày, coi sự 
sai lệch chiều dài của thanh trong quá trình chế tạo bằng một tải 
trọng nhiệt tương đương [3, 4, 8, 12, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 28]. Khi 
xem sự sai lệch chiều dài ban đầu bằng tải trọng nhiệt tương đương 
dẫn đến việc giải bài toán trở lên đơn giản hơn nhưng chưa phản 
ánh thực chất mối liên hệ trong cơ học của bài toán.  

Trong bài báo [2] tác giả đã trình bày phương pháp phân tích 
bài toán kết cấu dàn khi có một thanh có chiều dài sai lệch do chế 
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tạo dựa trên phương pháp Lagrange và phương pháp phần tử hữu 
hạn, kết quả nghiên cứu đã chỉ ra rằng:  

- Trường hợp 1: Khi trục của thanh có chiều dài sai lệch ban đầu 
cùng phương với trục ox’:  khi áp dụng phương pháp nghiên cứu 
trong bài báo thì trong phương trình ma trận cân bằng của toàn hệ 
kết cấu: ma trận độ độ cứng mở rộng của kết cấu sẽ mở rộng thêm 
một hàng và một cột so với ma trận độ cứng ban đầu; số ẩn số và 
véc tơ tải trọng tác dụng nút sẽ mở rộng thêm một hàng; 

- Trường hợp 2: Khi trục của thanh có chiều dài sai lệch ban đầu 
cùng phương với trục oy’: khi áp dụng phương pháp nghiên cứu 
trong bài báo thì trong phương trình ma trận cân bằng của toàn hệ 
kết cấu:  ma trận độ cứng mở rộng của kết cấu sẽ mở rộng thêm một 
hàng và một cột so với ma trận độ cứng ban đầu; số ẩn số và véc tơ 
tải trọng tác dụng nút sẽ mở rộng thêm một hàng; 

- Trường hợp 3: Khi trục của thanh có chiều dài sai lệch ban đầu 
không cùng phương với trục ox’ hoặc trục oy’:  khi áp dụng phương 
pháp nghiên cứu trong bài báo thì trong phương trình ma trận cân 
bằng của toàn hệ kết cấu: ma trận độ độ cứng mở rộng của kết cấu 
sẽ mở rộng thêm hai và hai cột so với ma trận độ cứng ban đầu; số 
ẩn số và véc tơ tải trọng tác dụng nút sẽ mở rộng thêm hai hàng 

Để tiếp theo phương pháp nghiên cứu đã công bố của tác giả 
vào năm 2019 [2], trong bài báo này tác giả sẽ sẽ tập trung nghiên 
cứu phương pháp phân tích bài toán kết cấu dàn phẳng có nhiều 
thanh dàn sai lệch chiều dài do quá trình chế tạo khi chịu tải trọng 
tĩnh và vật liệu làm việc trong giai đoạn đàn hồi dựa trên phương 
pháp phần tử hữu hạn và phương pháp thừa số Lagrange; 

 
2. ÁP DỤNG PHƯƠNG PHÁP PHẦN TỬ HỮU HẠN VÀ 

PHƯƠNG PHÁP LAGRANGE ĐỂ XÂY DỰNG PHƯƠNG TRÌNH CÂN 
BẰNG CHO BÀI TOÁN KẾT CẤU DÀN CÓ NHIỀU THANH DÀN SAI 
LỆCH CHIỀU DÀI DO CHẾ TẠO 

Xét bài toán quy hoạch toán học với các điều kiện ràng buộc là 
đẳng thức như sau. 

Hàm mục tiêu: 1 2( , ,..., ) min= →nZ F x x x   (1) 

Các ràng buộc: 
{ }1 2 1 2( , ,..., ) 0; 1 ; , ,...,= = ÷ =j n ng x x x j m X x x x  (2) 

Phương pháp thừa số Lagrange [5, 22, 25] đưa bài toán quy 
hoạch toán học có ràng buộc (1) về bài toán quy hoạch toán học 
không ràng buộc với hàm mục tiêu mở rộng: 

1 2 1 2
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Điều kiện cần để hàm ( , )L X λ  có cực trị: 
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Triển khai (3) ta có hệ phương trình gồm (n+m) phương trình 
độc lập với (n+m) ẩn là: 1 2 1 2, ,..., , , ,...,n mx x x λ λ λ . 

Xét bài toán kết cấu dàn có “m” phần tử, số bậc tự do của toàn 
hệ là n. Thế năng toàn phần của hệ được xác định: 
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Khi bài toán không có thanh bị sai lệch chiều dài do quá trình 
chế tạo, thì dựa vào nguyên lý dừng thế năng toàn phần của hệ kết 
cấu dàn ta xây dựng được phương trình cân bằng cho toàn hệ kết 
cấu dàn có dạng: 

[ ]{ } { }' ' '=K Fδ                                                                     (6) 

trong đó: 
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Bài báo trình bày chi tiết bài toán kết cấu dàn có hai thanh dàn 
có chiều dài sai lệch do chế tạo. Với các bài toán kết cấu dàn có nhiều 
hơn hai thanh dàn có chiều dài sai lệch do chế tạo với, khi tính toán 
cũng áp dụng tương tự các bước phân tích được trình bày trong bài 
báo này để phân tích. 

2.1. Bài toán kết cấu dàn có hai thanh dàn sai lệch chiều dài 
do chế tạo với hai trục thanh dàn có phương trùng với phương 
của một trong hai trục tọa độ của hệ tọa độ tổng thể 

 

 
 

 

a) Trường hợp 1 b) Trường hợp 2 c) Trường hợp 3 
Hình 1. Trường hợp hai thanh dàn sai lệch có trục thanh trùng với phương của một trong hai trục tọa độ của hệ tọa độ tổng thể 

 
Trong nội dung bài báo tác giả trình bày chi tiết trường hợp 1, 

các trường hợp còn lại sẽ  được thực hiện tương tự. Xét bài toán kết 
cấu dàn có hai thanh dàn mà trục của hai thanh dàn này trùng với 
một trong hai trục hệ tọa độ tổng thể (như hình 1a). 

- Các phương trình bổ sung của bài toán theo điều kiện ràng 
buộc: 
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- Áp dụng phương pháp thừa số Lagrange và phương pháp 
phần tử hữu hạn đã được trình bày trong bài báo [2], phương trình 
cân bằng cho bài toán có thể được viết như sau: 
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2.2. Bài toán kết cấu dàn có hai thanh dàn sai lệch chiều dài 
do chế tạo với một trục thanh dàn sai lệch có phương trùng với 
phương của một trong hai trục tọa độ của hệ tọa độ tổng thể 

  
a) Trường hợp 1 b) Trường hợp 2 

Hình 2. Trường hợp hai thanh dàn sai lệch có một trục thanh dàn sai lệch trùng với 
phương của một trong hai trục tọa độ của hệ tọa độ tổng thể 

a. Trường hợp 1: Có một trục thanh dàn có chiều dài sai lệch 
trùng với trục x’ trong hệ tọa độ tổng thể 

- Các phương trình bổ sung của bài toán theo điều kiện ràng 
buộc (trong trường hợp hình 2a): 
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             (9) 

- Áp dụng phương pháp thừa số Lagrange và phương pháp 
phần tử hữu hạn đã được trình bày trong bài báo [2], phương trình 
cân bằng cho bài toán có thể được viết như sau: 
 
 
 

 
' ' ' ' ' ' ' ' '
11 12 1(2 ) 1(2 1) 1(2 2) 1(2 3) 1(2 4) 1( 2) 1( 3)
' ' ' ' ' ' ' ' '
11 12 2(2 ) 2(2 1) 2(2 2) 2(2 3) 2(2 4) 2( 2) 2( 3)

' ' ' '
(2 )1 (2 )2 (2 )(2 ) (2 )(2 1) (2 )

0 0 0
0 0 0

+ + + + + +

+ + + + + +

+

 

 

             



i i i i i n n

i i i i i n n

i i i i i i i

k k k k k k k k k
k k k k k k k k k

k k k k k ' ' ' ' '
(2 2) (2 )(2 3) (2 )(2 4) (2 )( 2) (2 )( 3)

' ' ' ' ' ' ' ' '
(2 1)1 (2 1)2 (2 1)(2 ) (2 1)(2 1) (2 1)(2 2) (2 1)(2 3) (2 1)(2 4) (2 1)( 2) (2 1)( 3)
' '
(2 2)1 (2 2)2 (2

1 1 0
0 0 1

+ + + + +

+ + + + + + + + + + + + + + +

+ + +

−
−



 



i i i i i i n i n

i i i i i i i i i i i i i n i n

i i i

k k k k
k k k k k k k k k
k k k ' ' ' ' ' ' '

2)(2 ) (2 2)(2 1) (2 2)(2 2) (2 2)(2 3) (2 2)(2 4) (2 2)( 2) (2 2)( 3)
' ' ' ' ' ' ' '
(2 3)1 (2 3)2 (2 3)(2 ) (2 3)(2 1) (2 3)(2 2) (2 3)(2 3) (2 3)(2 4) (2 3)( 2) (2 3

1 0 0+ + + + + + + + + + + +

+ + + + + + + + + + + + + +



 
i i i i i i i i i i n i n

i i i i i i i i i i i i i n i

k k k k k k
k k k k k k k k k '

)( 3)
' ' ' ' ' ' ' ' '
(2 4)1 (2 4)2 (2 4)(2 ) (2 4)(2 1) (2 4)(2 2) (2 4)(2 3) (2 4)(2 4) (2 4)( 2) (2 4)( 3)

' ' ' ' '
( 2)1 ( 2)2 ( 2)(2 ) ( 2)(2 1) ( 2)(2 2) (

0 1 0
0 0 1

+

+ + + + + + + + + + + + + + +

+ + + + + + + +

−
 

             



n

i i i i i i i i i i i i i n i n

n n n i n i n i n

k k k k k k k k k

k k k k k k ' ' ' '
2)(2 3) ( 2)(2 4) ( 2)( 2) ( 2)( 3)

' ' ' ' ' ' ' ' '
( 3)1 ( 3)2 ( 3)(2 ) ( 3)(2 1) ( 3)(2 2) ( 3)(2 3) ( 3)(2 4) ( 3)( 2) ( 3)( 3)

0 0 0
0 0 0

0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 1 0 0

+ + + + + + +

+ + + + + + + + + + + + + + +

−
−

−



 

 

 

 

i n i n n n n

n n n i n i n i n i n i n n n n

k k k
k k k k k k k k k

' '
1 1
' '

1 2

' '
(2 ) (2 )

' '
(2 1) (2 1)
' '
(2 2) (2 2)
' '
(2 3) (2 3)
'
(2 4) (2

'
( 2)
'
( 3)

1

2

30 0 0

+ +

+ +

+ +

+

+

+

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
   =                                  

 



i i

i i

i i

i i

i

n

n

F
F

F
F
F
F
F

δ
δ

δ
δ
δ
δ
δ

δ
δ

λ
λ
λ

'
4)

'
( 2)
'

( 3)

1

2

3

+

+

+

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  


i

n

n

F
F

a
a
a

  

(10) 

 
b. Trường hợp 2: Có một trục thanh dàn có chiều dài sai lệch trùng với trục y’ trong hệ tọa độ tổng thể 
- Các phương trình bổ sung của bài toán theo điều kiện ràng buộc (trong trường hợp hình 2a): 
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- Áp dụng phương pháp thừa số Lagrange và phương pháp phần tử hữu hạn đã được trình bày trong bài báo [2], phương trình cân bằng 
cho bài toán có thể được viết như sau: 
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2.3. Bài toán kết cấu dàn có hai thanh dàn sai lệch chiều dài 
do chế tạo với hai trục thanh dàn không có phương trùng với 
phương của một trong hai trục tọa độ của hệ tọa độ tổng thể 

- Các phương trình bổ sung của bài toán theo điều kiện ràng 
buộc: 
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- Áp dụng phương pháp thừa số Lagrange và phương pháp 
phần tử hữu hạn đã được trình bày trong bài báo [2], phương trình 
cân bằng cho bài toán có thể được viết như sau:  

Hình 3. Trường hợp hai thanh dàn sai lệch có trục thanh dàn sai lệch không trùng với 
phương của một trong hai trục tọa độ của hệ tọa độ tổng thể 

' ' ' ' ' ' ' '
11 1(2 ) 1(2 1) 1(2 2) 1(2 3) 1(2 4) 1(2 5) 1( 4)

' ' ' ' ' ' ' '
(2 )1 (2 )(2 ) (2 )(2 1) (2 )(2 2) (2 )(2 3) (2 )(2 4) (2 )(2 5) (2 )( 4)

'
(2 1)1 (2 1)(2 )

0 0 0 0

1 0 1 0

+ + + + + +

+ + + + + +

+ +

−

 

             

 



i i i i i i n

i i i i i i i i i i i i i i n

i i i

k k k k k k k k

k k k k k k k k
k k ' ' ' ' ' ' '

(2 1)(2 1) (2 1)(2 2) (2 1)(2 3) (2 1)(2 4) (2 1)(2 5) (2 1)( 4)
' ' ' ' ' ' ' '
(2 2)1 (2 2)(2 ) (2 2)(2 1) (2 2)(2 2) (2 2)(2 3) (2 2)(2 4) (2 2)(2 5) (2 2)( 4)

0 1 0 1
1 0 0

+ + + + + + + + + + + +

+ + + + + + + + + + + + + +

− −

 
i i i i i i i i i i i n

i i i i i i i i i i i i i i n

k k k k k k
k k k k k k k k

' ' ' ' ' ' ' '
(2 3)1 (2 3)(2 ) (2 3)(2 1) (2 3)(2 2) (2 3)(2 3) (2 3)(2 4) (2 3)(2 5) (2 3)( 4)
' ' ' ' ' '
(2 4)1 (2 4)(2 ) (2 4)(2 1) (2 4)(2 2) (2 4)(2 3) (2 4)(2 4) (2 4)(2

0
0 1 0 0+ + + + + + + + + + + + + +

+ + + + + + + + + + + +

 


i i i i i i i i i i i i i i n

i i i i i i i i i i i i i

k k k k k k k k
k k k k k k k ' '

5) (2 4)( 4)
' ' ' ' ' ' ' '
(2 5)1 (2 5)(2 ) (2 5)(2 1) (2 5)(2 2) (2 5)(2 3) (2 5)(2 4) (2 5)(2 5) (2 5)( 4)

' ' ' '
( 4)1 ( 4)(2 ) ( 4)(2 1) ( 4)(2 2) ( 4)(2

0 0 1 0
0 0 0 1

+ +

+ + + + + + + + + + + + + +

+ + + + + + +

−

 

             



i n

i i i i i i i i i i i i i i n

n n i n i n i n

k
k k k k k k k k

k k k k k

'
1

'
(2 )

'
(2 1)
'
(2 2)
'
(2 3)
'
(2 4)

(2 5

' ' ' '
3) ( 4)(2 4) ( 4)(2 5) ( 4)( 4) 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0

+

+

+

+

+

+ + + + + + +

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

− 
 − 
 −
 

− 





 

 

 

 

i

i

i

i

i

i

i n i n i n nk k k

δ

δ
δ
δ
δ
δ
δ

'
1

'
(2 )
'

(2 1)
'

(2 2)
'

(2 3)
'

(2 4)
' '

) (2 5)

' '
( 4) ( 4)

1 1

2 2

3 3

4 4

+

+

+

+

+

+ +

   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   =   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
      



 

i

i

i

i

i

i

n n

F

F
F
F
F
F
F

F
a
a
a
a

δ
λ
λ
λ
λ

 (13) 

 
3. SỬ DỤNG PHẦN MỀM MATLAB TỰ ĐỘNG HÓA PHÂN TÍCH 

TĨNH BÀI TOÁN KẾT CẤU DÀN CÓ NHIỀU THANH DÀN SAI LỆCH 
CHIỀU DÀI DO CHẾ TẠO THEO PHƯƠNG PHÁP PHẦN TỬ HỮU 
HẠN 

Trên nguyên tắc đã trình bày ở mục 2 trong bài báo, với các bài 
toán có số thanh dàn sai lệch chiều dài do chế tạo nhiều hơn hai 
thanh sẽ được áp dụng tương tự. Để công việc tính toán được tự 
động hóa, trong nội dung phần này của bài báo sẽ trình bày các 
bước thực hiện phân tích bài toán kết cấu dàn trong trường hợp có 
thanh dàn sai lệch do chế tạo bằng việc áp dụng phần mềm Matlab 

[13, 14, 15].  Sơ đồ khối thực hiện các bước phân tích của bài toán 
được thể hiện hình 4. 

Khối thứ 1: Khai báo các biến số và hằng số là các thông số vật 
liệu, thông số hình học của kết cấu: Căn cứ vào các số liệu hình học 
của kết cấu cũng như các thông. 

Khối thứ 2: Thiết lập mã hiệu phần tử, mã hiệu các bậc tự do và 
cách ghép nối các phần tử với nhau. 

Khối thứ 3: Thiết lập ma trận độ cứng của các phần tử trong hệ 
trục tọa độ chung và ma trận độ cứng tổng thể của toàn kết cấu: Ở 
khối này, ta xác định được độ cứng của từng phần tử, sau đó ghép 
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nối các ma trận độ cứng này lại với nhau được ma trận độ cứng của 
toàn kết cấu, dựa trên mã bậc tự do của từng phần tử tương ứng với 
mã bậc tự do tổng thể. 

Khối thứ 4: Xác định véctơ tải trọng tác dụng nút của toàn bộ 
kết cấu: Đầu tiên ta phải tạo ra ma trận cột rỗng là ma trận vuông có 
bậc bằng tổng số bậc tự do của toàn hệ cộng với số Các điều kiện 
ràng buộc nguyên nhân do sự sai lệch chiều dài các thanh dàn do 
chế tạo, sau đó ta tiến hành xác định tải trọng tác dụng tại nút các 
thanh dàn. 

Khối thứ 5: Xử lý nút có thanh sai lệch chiều dài: Dựa trên 
phương pháp đã trình bày trong mục 2 của bài báo, trong khối này 
ta sẽ xây dựng được ma trận độ cứng và véctơ tải trọng mở rộng của 
bài toán. 

 
Hình 4. Sơ đồ khối chương trình 

Khối thứ 6: Xử lý điều kiện biên của bài toán: Trong khối này ta 
phải xử lý các điều kiện biên của bài toán bao gồm các điều kiện 
biên có thành phần chuyển vị bằng không. 

Khối thứ 7: Xác định các thành phần chuyển vị tại các nút: Giải 
phương trình cân bằng của toàn hệ trong hệ trục tọa độ chung, ta 
sẽ xác định được các thành phần chuyển vị tại các nút của phần tử. 

Khối thứ 8: Xác định nội lực trong các phần tử: Sau khi xác định 
được các thành phần chuyển vị tại các nút dựa vào công thức đã 
trình bày trong [1] sẽ xác định được các thành phần nội lực tại các 
nút của phần tử. 

Khối thứ 9: In các kết quả phân tích. 
 
4. VÍ DỤ PHÂN TÍCH SỐ 
4.1. Ví dụ bài toán kết cấu dàn có hai thanh dàn sai lệch chiều 

dài do chế tạo với một trục thanh dàn sai lệch có phương trùng 
với phương của một trong hai trục tọa độ của hệ tọa độ tổng thể 

Ví dụ 1: Trong quá trình chế tạo, thanh dàn AH và thanh HK bị 
hụt chiều dài so với thiết kế là 0,2(cm). Hãy xác định nội lực trong 
các thanh dàn sau khi nối điểm H vào điểm H’, nối điểm H vào điểm 
H’’ và kết cấu chịu lực tác dụng như hình 5, biết: Mô đun đàn hồi vật 

liệu của các thanh là: ( )4 2E 2.10 kN / cm= ; diện tích mặt cắt ngang 

các thanh là: ( )2A 10 cm= ; tải trọng tác dụng: ( )P 20 kN= . 

Lời giải 

         
Hình 5. Ví dụ 1                                                                   Hình 6. Số hiệu mã 
Xây dựng phương trình cân bằng toàn hệ khi chưa kể đến sự sai 

lệch chiều dài thanh dàn do chế tạo. 

Phương trình cân bằng toàn hệ:   { } { }* * *  = K Fδ
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Khi kể đến sai lệch chiều dài của thanh dàn sai lệch như hình 5. Phương trình cân bằng của toàn hệ được viết lại như sau: 

ThiÕt lËp ma trËn ®é cøng cña c¸c phÇn tö vµ ma trËn ®é cøng

ban ®Çu do qu¸ tr×nh chÕ t¹o

c¸c thµnh phÇn chuyÓn vÞ cña c¸c nót

 cña toµn bé kÕt cÊu trong hÖ trôc täa ®é chung

ThiÕt lËp vÐct¬ t¶i träng t¸c dông nót cña

Khai b¸o c¸c th«ng sè h×nh häc cña kÕt cÊu,

 toµn hÖ kÕt cÊu trong hÖ trôc täa ®é chung.

KÕt thóc

X¸c ®Þnh vÐct¬ chuyÓn vÞ cña toµn hÖ

ThiÕt lËp vµ gi¶i ph­¬ng tr×nh c©n b»ng 

X¸c ®Þnh néi lùc trong c¸c phÇn tö

B¾t ®Çu

In kÕt qu¶

kÝch th­íc mÆt c¾t ngang vµ th«ng sè vËt lý cña vËt liÖu

ThiÕt lËp thø tù c¸c phÇn tö vµ m· c¸c bËc tù do

cña kÕt cÊu cã kÓ ®Õn ®iÒu kiÖn biªn.

Xö lý nót cã thanh sai lÖch chiÒu dµn
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Giải phương trình cân bằng của toàn hệ sẽ xác định được các thành phần chuyển vị tại các nút của thanh dàn. Sau khi xác định được 
chuyển vị tại các nút dàn sẽ xác định được nội lực các thanh dàn. Kết quả như trong bảng 1, bảng 2: 

Bảng 1. Kết quả phân tích các thành phần chuyển vị tại nút dàn 
Chuyển vị 1(cm)δ  2 (cm)δ  3(cm)δ  4 (cm)δ  5 (cm)δ  6 (cm)δ  7 (cm)δ  

Phương pháp đề xuất -0,0079 -0,0940 -0,0652 -0,1906 -0,2209 -0,2742 -0,0166 
Sap2000 -0,0079 -0,0940 -0,0652 -0,1906 -0,2209 -0,2742 -0,0166 

Chuyển vị 8 (cm)δ  9 (cm)δ  10 (cm)δ  11(cm)δ  12 (cm)δ  13(cm)δ   

Phương pháp đề xuất -0,2542 0,1496 -0,1427 -0,2166 -0,2184 -0,3111  
Sap2000 -0,2542    -0,2184 -0,3111  

Chuyển vị        
Bảng 2. Kết quả phân tích nội lực trong các thanh dàn 
Nội lực 1N (kN)  2N (kN)  3N (kN)  4N (kN)  5N (kN)  6N (kN)  7N (kN)  8N (kN)  9N (kN)  10N (kN)  11N (kN)  

Phương pháp 
đề xuất -63,942 -56,163 -46,147 -69,497 25,115 17,414 3,525 5,084 -11,635 -1,186 -3,302 

Phần mềm 
Sap2000 -63,95 -56,18 -46,16 -69,51 25,13 17,43 3,54 5,10 -11,63 -1,17 -3,29 

Theo kết quả phân tích giữa phương pháp đề xuất của bài báo 
và phần mềm Sap2000 (bảng 1, bảng 2) cho thấy, khi áp dụng hàm 
số Lagrange để giải ví dụ 1 theo phương pháp đề xuất trong bài báo 
cho kết qua hoàn toàn tin cậy. 

4.2. Ví dụ bài toán kết cấu dàn có hai thanh dàn sai lệch chiều 
dài do chế tạo, không có trục thanh dàn sai lệch có phương 
trùng với phương của một trong hai trục tọa độ của hệ tọa độ 
tổng thể 

Ví dụ 2: Trong quá trình chế tạo, thanh dàn HC và thanh KE bị 
hụt chiều dài so với thiết kế là 0,3(cm). Hãy xác định nội lực trong 
các thanh dàn sau khi nối điểm C vào điểm C’, nối điểm E vào điểm 
E’, nối điểm F vào điểm F’, nối điểm H vào điểm H’ và kết cấu chịu 
lực tác dụng như hình 7, biết: Mô đun đàn hồi vật liệu của các thanh 

là: ( )4 2E 2.10 kN / cm= ; diện tích mặt cắt ngang các thanh là: 

( )2A 10 cm= ; tải trọng tác dụng: ( )P 20 kN= . 

Lời giải 

                 
Hình 7. Ví dụ 1                                                                        Hình 8. Số hiệu mã 
Các bước thực hiện như ví dụ 1, chuyển vị tại các nút dàn được 

thể hiện trong bảng 3, nội lực trong các thanh dàn được thể hiện 
trong bảng 4. 

Bảng 3. Kết quả phân tích các thành phần chuyển vị tại nút dàn 
Chuyển vị 1(cm)δ  2 (cm)δ  3(cm)δ  4 (cm)δ  5 (cm)δ  6 (cm)δ  7 (cm)δ  8 (cm)δ  9 (cm)δ  

Phương pháp đề xuất 0 0 0,1139 -0,1939 0,0518 -0,3308 0,1251 -0,0288 0 
Sap2000 0 0 0,1139 -0,1939 0,0518 -0,3308 0,1251 -0,0288 0 

Chuyển vị 10 (cm)δ  11(cm)δ  12 (cm)δ  13(cm)δ  14 (cm)δ  15 (cm)δ  16 (cm)δ  17 (cm)δ  18 (cm)δ  

Phương pháp đề xuất 0 0,1092 -0,0401 -0.0708 -0,2801 0,1235 -0,2965 -0,1261 -0,1305 
Sap2000 0 0,1092 -0,0401   0,1235 -0,2801   
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Bảng 2. Kết quả phân tích nội lực trong các thanh dàn 
Nội lực 1N (kN)  2N (kN)  3N (kN)  4N (kN)  5N (kN)  6N (kN)  7N (kN)  8N (kN)  9N (kN)  10N (kN)  11N (kN)  

Phương 
pháp đề 

xuất 
-72,915 -69,104 -59,088 -78,471 38,056 26,387 12,498 18,025 -6,251 9,581 2,082 

Phần 
mềm 

Sap2000 
-72,93 -69,13 -59,11 -78,49 38,08 26,48 12,498 18,05 -6,24 9,50 2,09 

Theo kết quả phân tích giữa phương pháp đề xuất của bài báo 
và phần mềm Sap2000 (bảng 3, bảng 4) cho thấy, khi áp dụng hàm 
số Lagrange để giải ví dụ 1 theo phương pháp phần tử hữu hạn cho 
kết qua hoàn toàn tin cậy. 

 
5. KẾT LUẬN 
Qua các kết quả nghiên cứu trong bài báo đã trình bày ở trên có 

thể dẫn đến một số kết luận sau đây: 
- Việc áp dụng phương pháp phần tử hữu hạn và kết hợp 

phương pháp thừa số Lagrange có thể phân tích được bài toán kết 
cấu dàn có nhiều thanh dàn có chiều dài thanh dàn sai lệch do chế 
tạo mà không phải sử dụng phương pháp tải trọng nhiệt tương 
đương như một số tài liệu khác đã trình bày. 

- Phương pháp nghiên cứu trong bài báo do không chịu tải 
trọng nhiệt tương đương nên khi áp dụng vào các bào toán có yếu 
tố phi tuyến vật liệu sẽ không bị ảnh hưởng do việc khai báo đặc 
tính vật liệu như sử dụng phương pháp tải trọng tương đương.  

- Phương pháp nghiên cứu trong bài báo, trong thực hành tính 
toán có thể được lập trình để tự động hóa phân tích nên có thể áp 
dụng cho các bài toán kết cấu dàn có số lượng phân tử nhiều, liên 
kết điều kiện biên phức tạp cũng có thể áp dụng một cách dễ dàng. 
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