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Ap dung phuong phap phan ta hiu han dé
nghién cuu dao déng riéng ctia tdm cé chiéu

day bién déi

Application of the finite element method to analyze the natural vibration of variable

thickness plates
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TOM TAT

Béing viec st dung phan tr tir gigc ban digm nat, mdi ndt ca nam bac
tir do, bai bao nghién ciu dap img dao déng riéng cia t&m ca chidu
day bién ddi tua trén nén dan hdi hai hé sd. Cac cang thic tinh toan
dugc xay dung dua trén Iy thuyét bign dang cat bac nhat cia Mindlin,
chiéu day cha t&m ca thé bien thien theo quy luat bét ky. Ly thuyét tinh
toan durge kiém chimg dd tin cay thang qua so sanh vai cac ket qua da
ching bd, trén co st dd bai ban tign hanh khao sat anh huéng cia mat
st tham s chiéu day, diéu kién bién, da cing cia nén dan hai dén dap
img dao dang riéng cia tdm ca chiéu day bign ddi. Cac ket qua cia
nghién ciru nay |3 co st khoa hoc cé gig tri gidp cho cac ky st trong
viec thiét ke va st dung co higu qua trong thue t&kj thuat.

Tir khda: Chigu day bign ddi; phuong phap phén tir hitu han; dao
dding rigng; nén dan hai.

ABSTRACT

This article examines the free vibration behavior of plates with
different thicknesses that are supported by a two-coefficient elastic
foundation. The analysis is conducted using a quadrilateral element
consisting of four nodes, each with five degrees of freedom. The
fundamental basis for the calculation formulas is in Mindlin's first-
order shear deformation theory. The thickness of a plate is subject to
vary in accordance with a certain law. The validity of the calculation
theory is evaluated through a comparative analysis with previously
published findings. This work also investigates the influence of
different characteristics, such as plate thickness, boundary
conditions, and elastic foundation rigidity, on the specific vibration
response of plates of increasing thicknesses.

Keywords: Variable thickness; finite element method; natural-
vibration; elastic foundation.
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1.DAT VAN PE

DE tan dung vat liéu véi kha nang lam viéc tét nhat, cing nhu
khai thac hgp Iy khodng khong dé bé tri két cdu, cac tdm, vo ¢
chiéu day bién déi da va dang dugc st dung trong thuc té ky thuat,
nghién ctu dap Uing ca hoc clia cac két cau c6 chiéu day bién ddi
cling dugc cac nha khoa hoc quan tam nghién ctu va da dat duoc
mot s6 két qua nhat dinh. Doan Hong Buc va nhém nghién ctu [1]
da st dung ly thuyét bién dang cit bac ba dé tinh toan én dinh clia
tdm c6 chiéu day bién déi va k€ dén hiéu tng flexo. Nguyén Binh
D va cac déng nghiép [2] dua trén ly thuyét phase-field dé tim ra
tan s dao déng riéng va cac dang dao déng riéng cla tam co vét
nut va c6 chiéu day thay déi. Efraim va Eisenberger [3] da st dung
I6i gidi dang giai tich dé tim nghiém d&i vdi bai toan dao dong
riéng cia tam composite ¢6 co tinh bién thién va c6 chiéu day bién
déi dua trén ly thuyét bién dang cit bac nhat. Bacciocchi va cac
cong su [4] da sir dung phuong phap cau phuong vi phan téng
quat dé nghién ctu dap ung dao dong riéng cta tdm va vo cd
chiéu day bién déi. Tajeddini va nhém nghién cdu [5] lai st dung
I6i gidi dua trén phucong phap Ritz d€ nghién ctu dao dong riéng
cla tdm tron cd chiéu day bién déi. Dua trén phuong phap ban
giai tich, Alipour va cac déng nghiép [6] da xay dung |6i giai d&i vai
bai toan dao ddng riéng clia tdm tron lam bang vat liéu co tinh
bién déi. Minh va céng su [7-10] phan tich tng x{r cd hoc clia két
cdu dam va tam bang vat liéu tién tién, bao gém tuang tac truot
gilia cac |6p nha cac dau ndi cat, nhiing két cdu nay dugc st dung
nhiéu trong ky thuat xay dung cau dudng.

C6 thé thay rdng céac coéng trinh da c6 mdi chi dung lai &
phuong phép giai tich hodc tinh toan cho tdm c6 chiéu day
bién d6i véi quy luat don gidn. DE tan dung uu diém cua
phuong phap phan ti hitu han la c6 thé giai quyét bai toan dao
dong riéng vai quy luat bat ky, dong thai diéu kién bién cta két
cdu linh hoat, bai bao nay két hgp ly thuyét bién dang cat bac
nhat v6i phuang phéap phan t& hitu han dé nghién ctu dap tng
dao déng riéng cta tdm cé chiéu day bién ddi va tya trén nén
dan héi hai hé s6. Day la bai toan mé ta gan vai cac két cau
thuc té, viéc gidi quyét van dé nay sé tao tién dé khoa hoc dé
giup cac ky su thiét ké két cdu dang tdm véi chiéu day bién déi,
déng thai bai bdo cing la ca s& dé€ gidi quyét cac van dé thuc té
nhu chudn doan ky thuat céng trinh, ...
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2. MO HINH TiNH TOAN VA CONG THUC TiNH TOAN

Xét tdm c6 chiéu day bién d6i c6 mé hinh nhu trén hinh 1, tdm
c6 chiéu dai 1a a va rong la b, chiéu day tdm h bién d&i theo ca toa
dé x va y. Tam tua trén nén dan hoi hai hé s6 kw va k.

0 7

hxy(x,y)

few. s A
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Hinh 1. Tam c6 chiéu day bién ddi
DE thiét 1ap cac biéu thuc tinh toan, bai bao st dung Iy thuyét
bién dang cdt bac nhat cta Mindlin, theo dé cac thanh phan
chuyén vi doc theo ba truc toa dé Oxyz c6 dang:
M(X,Z) = “0 (x,y) + Z(DX
v(x,2) =, (x,p) + 20, M

w(x,z)=w

trong d6 ¢, @, la cac géc xoay quanh cac trucxvay.

Cac thanh phan bién dang dai va bién dang truot ctia tam:

ou Ou, O,
g, =—=—"+z =g, +2€.,

ox Ox ox

ov_ov, Ogp,
£,=—=—T+z—2=g, +z¢,

o oy oy

o v _ow v (op 00 @

Vo d ox Oy Ox oy  Ox Yoy T2V

L, o
o O e e

Véc ta Uing suat va bién dang tuan theo dinh luat Hook nhu sau:
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Nang lugng cla tdm duoc tinh ti bién dang va Ung suat:
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Néng lugng ctia nén dan hoi dugc dinh nghia la:

o Uil (Y (w)
NL _2£[kww +k§(axj +k5[ayj ]JS (5)

VGi kw va ks 1a hai hé s6 ctia nén dan hoi.
Dong nang cla tam:
h(x,y)/2
DN"“" =— (iip(z)ii + Vp(z)¥ +ip(z)ip)dzdS ©6)
S —h(x.y)/2
Bai bao st dung nguyén ly Hamilton dé tim phuong trinh can
bang cho tdm, theo d6 ta cé:

5T(NL“"" +NL'*" = DN“" )dt = 0 (7)

4
Tam dugc chia thanh cac phan tl ch nhat bén nat, méi nut
chira nam bac tu do:
4
qe =
i=1

Py
trong d6 cac thanh phan chuyén vi tai méi diém trong phan tur
tdm duogc xap xi thong qua cac ham noéi suy Lagrange N, nhu sau:
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hodc viét gon & dang ma tran nhu sau:

u=qw.=Ngq, (10)

P,
va cac thanh phan bién dang dugc tinh theo véc ta chuyén vi
nut nhu:
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TU d6, thu dugc biéu thiic nang lugng clia phan td tdm nhu sau:
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trong d6 K" la ma trdn d6 cling cGia phan ti tam.

Nang lugng ctia nén dan héi dugc tinh nhu sau:
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trong d6 K" la ma tran d6 ciing phan tir ctia nén dan hoi.
Dong nang cta phan td tam:

o 1 (x.2)/2 1 am
DNI™ = 4! !h(va)/ZP(Z)(NTLTLN)dZdS]"f:qu ()¢ (14
$ )

trong d6 M la ma tran khéi lugng ctia phan tdr tam.

Thay cac biéu thuc tur (12) - (14) vao phuong trinh (7), ta thu
dugc phuong trinh xac dinh tan s6 dao dong riéng va dang dao
déng riéng tuong Uing clia tdm co chiéu day bién d6i nhu sau:

YK+ K -’ M u, =0 (15)

C6 thé thdy rang ma tran do cling va ma tran khéi lugng phan
tl tdm phu thudc vao quy luat bién ddi chiéu day, do vay dap tng
dao ddng clia tdm sé phu thudc vao quy luat nay.

3. Vi DU KIEM CHUNG PO TIN CAY
Vi du nay kiém chiing tan s dao déng riéng clia dam tua trén nén
dan héi hai hé s6. Tam c6 chiéu rong la g, chiéu dai la b, bé day h =
a/10, M6 dun dan héi E = 380 GPa, hé s6 Poisson la 0.3, khéi lugng
rieng 3960 kg/m3. Tam tua trén nén dan héi hai hé s& vdi
4 2
SR .l

s

. (véi D, =ER*/12(1-v*), E=70 GPa).

Tan s6 khéng thd nguyén dugc so sanh c6 cong thic
m=wh(p/E: p=2707 kg/m?, bang 1 trinh bay két qua so sanh
vdi cac két qua tinh bang phuang phép giai tich trong tai liéu [11] véi
ludi chia phan ti ting dan, c6 thé thay két qua dam bao hoi tu can
thiét va ludi chia 200 phan ti cho két qua c6 do tin cay t6t, do dé bai
bao nay sé st dung ludi chia nay dé tinh toan.

Bang 1. So sanh tan sé dao dong cia tdm tua trén nén dan hoi
hai hé s6

a. Anh huéng ctia tham sé [

Tham s6 B thé hién muc dé bién déi clia chiéu day nhiéu hay
it, gia tri cGla tham s6 nay dugc cho tdng dan tir 0 dén 1.5, két qua
tinh todn nam tan sé dao déng riéng dau tién dugc cho nhu trong
bang 2, hinh 2 trinh bay ndm tan s6 dao dong riéng cla tdm véi
cac gia tri tham s6 B khac nhau. Mot s6 nhan xét dugc rut ra nhu
sau:

+ Khi gia tri cia tham s& S cang I6n thi tan s dao déng riéng
cla tam cang I6n, diéu nay la do tham sé nay anh huéng téi chiéu
day tdm, lam thay d8i d6 ciing va khéi lugng ctia tdm, nhung d6
cling tdng manh haon so vai khéi lugng nén tan s6 dao dong riéng
clia tdm tang lén.

+ Gid tri clia tham s& £ con &nh hudng dang ké dén cac dang
dao déng riéng dau tién. Tu day c6 thé két luan rang tham sé B co
anh hudng téi ca gia tri tan s6 cing nhu cac dang dao dong riéng
cla tdm c6 chiéu day bién déi.

Bang 2. Nam tan s6 dao dong riéng dau tién cta tam phu
thuéc tham s6 B, tdm tua don cac canh

ﬂ 'Ql ‘QZ 'QS ‘Q4 ‘QS

0 0.037 0.064 0.088 0.103 0.125
0.1 0.055 0.096 0.132 0.155 0.188
0.2 0.082 0.143 0.198 0.232 0.282
0.3 0.122 0.215 0.297 0.349 0.423
0.4 0.181 0.321 0.446 0.525 0.637
0.5 0.269 0.481 0.670 0.789 0.957
0.8 0.890 1.612 2.281 2.690 3.267
0.9 1.329 2418 2.449 4,051 4,924
1.5 15.119 27.869 40.561 47.333 58.138

Dang p$=0.9 p=15

B
Nén dan L/h=10 1
hoéi Bai bao Két
qua
K, | K 50 128 200 800 giai
w s tich .
[11] 2
0 0.1111 0.1111 0.1111 0.1111 0.1134
0 100 | 0.1566 | 0.1566 | 0.1566 0.1566 0.1599
100 0 0.1139 | 0.1138 | 0.1138 0.1138 0.1162 .
100 | 0.1586 | 0.1585 | 0.1585 0.1585 0.1619 3
4.KHAO SAT MOT SO YEU TO ANH HUGNG DEN DAO DONG
RIENG CUA TAM CO CHIEU DAY BIEN DOI
Tam c6 thong s6 hinh hoc a = 0.5m, b = a, chiéu day tam bién
Xy 4
. B _
doi theo quy luat: h=he *>véi ho=a/20 va S la tham s6 thé
hién muc dé bién déi ctia chiéu day, cac théng s6 dic trung ca tinh
E =70 GPa, v = 0.3, khoi lugng riéng p = 2700 kg/m>. Tam tua
trén nén dan hoi véi hai hé sé:
5

. ka . ?
Q,.=a),.h4/£; R,=——; R -4 ;
E D D

w w
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Hinh 2. Nam tin 6 dao dong riéng clia tam phu thudc tham sé /3, tdm tya don cic
canh (SSSS)
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b. Anh huéng cta diéu kién bién

Xét tdm c6 chiéu day bién déi véi tham s6 B = 0.9, khao sat doi
VGi sau diéu kién bién khac nhau, két qua tinh toan nam tan sé dau
tién phu thudc cac diéu kién bién nay dugc chi ra nhu trén bang 3,
nam dang dao dong riéng dau tién vai cac diéu kién bién khac
nhau dugc vé nhu trén hinh 3. Mot s6 nhan xét cé thé rut ra nhu
sau:

- V6i dam tdm ngam 1 canh (CFFF) thi tan s6 c6 gia tri bé nhat,
vGi tdm ngam bén canh thi tan s6 dao dong riéng clia tam la I6n
nhat, diéu nay do tdm bi han ché cang nhiéu canh thi két cdu cang
tr&lén cling hon.

- Ngoai ra, diéu kién bién con anh hudng td6i cac dang dao
dong riéng dau tién, diéu nay thé hién ré rét nhu trong hinh 3.

Bang 3. Nam tan s6 dao déng riéng dau tién cta tdam phu
thudc diéu kién bién

Bién 2 Q, o, Q, Q,
5555 1.329 2418 | 2449 | 4051 4.924
CFFF 0470 | 0933 1.065 1427 | 1810
CFCF 1.182 1514 | 2373 2599 | 2922
CSCS 1.539 2.553 2911 3788 | 4.130
CCss 1.513 2668 | 2752 | 3.761 4372
CCCC | 1719 | 2969 | 3053 | 4110 | 4784
Dang 5555 CFCF CCSSS
———
1 -
. .
3 |
. ®
4 _ _
— (- ]
5 - ‘ X
» @@

Hinh 3. Nam tén s6 dao dong riéng dau tién ctia tam phu thudc diéu kién bién

c. Anh huéng ciia tham sé dé cimng nén dan héi

Tam tua don cac canh, tham s6 B =0.9, tang dan gia tri clia cac
tham s6 d6 cing, cac gia tri clla ndm tan s6 dao déng riéng cla
tdm dugc cho nhu trong bang 4, c6 thé thay rang khi gia tri tham
s6 dé cung cla nén dan héi cang I6n, tam cang trd 1én cing hon,
do vay tan s6 dao dong riéng cta tam tang lén..

Bang 4. Nam tan s6 dao déng riéng dau tién cta tdm phu
thudc tham s6 d6 cling nén dan héi, SSSS

(R:, SR ) £ 2, 2 2, £
(0,0) 0.686 1.621 1.672 2.596 3.149
(10,0) 0.691 1.623 1.674 2.597 3.164
(100,0) 0.730 1.641 1.691 2.608 3.173
(0,10) 0.773 1.717 1.766 2.691 3.263
(0,100) 1.306 2405 2437 3.427 4.043
(100,100) 1.329 2418 2449 4.051 4.924

5.KET LUAN

Dua trén phuong phap phan ti hiu han, bai bao nghién ctu
dao déng riéng clia tdm c6 chiéu day bién déi tua trén nén dan hoi
hai hé s6, phan ti chit nhat 4 diém nat véi mbi nat ndm bac tu do
da dugc sir dung trong bai bao nay, tdm c6 quy luat bién déi ctia
chiéu day theo ham phi tuyén. Mét sé két luan chinh dugc rut ra
nhu sau:

+ Chiéu day tdm thay déi, gia tri cGa tan s6 dao dong riéng va
céc dang dao dong riéng clia tdm cling thay déi.

+ Diéu kién bién anh hudng tGi ca gia trj tan s6 dao dong riéng
cng nhu cac dang dao déng riéng cda tam.

+ Nén dan hoi c6 do cliing cang Idn, tdm cang cling, tan sé dao
dong riéng chia tdm cang lon.
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