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Tom tit

Nghién ciru nay dwa ra két qua so sanh toc do cong hwong cia cic mang ludi
gém hai hé phwong trinh vi phin dang Hindmarsh-Rose 2D vdi lién két tuyén tinh mét
chiéu va hai chiéu. Két qua cho thdy rdng mang luoi voi lien két tuyén tinh hai chiéu
dong bé dé hon so véi mang ludi voi lién két tuyen tinh mét chiéu. Bdi bdo con cé phan
kiém tra két qua Iy thuyét bang phirong phdp sé trén R va xét sw twong quan cia hai
phwong phap.

Tir khéa: @6 manh lién két, lién két tuyén tinh mot chiéu, lién két tuyén tinh hai chiéu,
m6 hinh Hindmarsh-Rose 2D, su cong huwong dong nhat.

Abstract
COMPARISON OF SFENCHRONIZATION SPEED OF NETHORAS
CONSISTING OF THO ORDINARY DIFFERENTIAL S¥STEMS OF
HINDMARSH — ROSE TYPE WITH BIDIRECTIONALLY AND
ONIDIRECTIONVALLY LINEAR COUPLING
This research presents the result about comparison of synchronization speed of
networks consitsting of two ordinary differential systems of Hindmarsh-Rose type with
bidirectionally and unidirectionally linear coupling. The result shows that the network with
bidirectionally linear coupling synchronizes more easily than the other one. The paper also
shows this theoretical result numerically on R and see that there is a compromise.

1. Giéi thi¢u

Sw dong bo héa hay sir cong hwong 1a tinh nang phd bién trong ty nhién. Su dong
b6 héa ciia hai phuong trinh vi phan c6 nghia 1a phuong trinh niy sao chép tinh chét ciia
phuong trinh kia ké tir mot thoi diém nao d6. Mot cach tong quat, khi cic hé phuong
trinh ¢ cting tinh chat & mot thoi diém nao do thi cac phuong trinh d6 duoc goi 13 dong
bo (Aziz-Alaoui., 2006).

Trong nhing nam gan day, sy dong bo hoa di duge nghién ctru rong rai trong nhiéu

linh vuyc, nhiéu hién tugng tu nhién ciing phan anh sy dong bo hoa nhu 1a su di chuyén
cta dan chim tao thanh dam may, su di chuyén ctia dan ca ¢ trong ho, sy di chuyén ciia
doan didu hanh, sy tiép nhan va truyen thong tin cua mot nhom té bao,... (Aziz-Alaoui,
2006). Vi thé, viéc nghién ciru vé dong bo hoa trén mang ludi té bao co y nghia gop phén
lam phong phti thém nhiing kién thirc méi vé dong bd hoéa néi chung va nganh Toan hoc
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gidi tich tmg dung néi riéng. C6 nhiu bai bao nghién ctru vé sy cong hudéng cia mang
luéi cac té bao, nhung da sb chi nghién ctru trén nhimg té bao duoc mod phong bang hé
phuong trinh FitzHugh-Nagumo (Ambrosio & Aziz-Alaoui, 2012; Ambrosio & Aziz-
Alaoui, 2013) hay hé phuong trinh vi phan Hindmarsh-Rose (Corson, 2009). Tuy nhién,
chiing t6i nhan thiy rang cac cong trinh nghién ciru nay déu lién quan dén sy dong bo hoa
trong mang ludi cac hé phuong trinh vi phan FitzHugh-Nagumo, hodc lam viéc trén mang
ludi chi gbm hai hodc ba h¢ Hindmarsh-Rose, hodc nghién ctru vé su dong bd hoa trén
mang ludi ddy du tong quat gdm N hé phuong trinh vi phan hoac hé phan tng - khuéch
tan dang Hindmarsh-Rose véi lién két tuyén tinh hodc phi tuyén (Phan Van Long Em,
2022, 2023). Theo hiéu biét cta ching t61, chua c6 mét cong trinh nao trinh bay vé sy so
sanh tbc d6 cong hudng cua hai nhém té bao véi lién két tuyén tinh mot chiéu va hai
chiéu, ma trong d6 mdi té bao dugc méd phong bang mo hinh Hindmarsh-Rose 2D.

Dé cho viéc nghién ciru dé dang hon, ching toi chi xét mang ludi cia hai té bao
than kinh duoc két ndi voi nhau bang cach lién két tuyén tinh va tim ra diéu kién du dbi
v6i do manh lién két dé dat duoc sy dong bo hoa. Mdi té bao than kinh duoc biéu dién
bang mot phuong trinh vi phéan c6 tén 1a M6 hinh Hindmarsh-Rose 2D. N6 duoc biét dén
nhu 13 mot mo hinh hai chiéu don gian hoa tir mé hinh ndi tiéng cua Hodgkin-Huxley
(Ermentrout & Terman, 2009; Hodgkin & Huxley, 1952). Tuy mé hinh don gian nhung
n6 c¢6 nhiéu két qua giai tich dang cha y va duy tri dugc viéc biéu dién céc tinh chét cua té
bao vé mit sinh hoc. M6 hinh duoc tao thanh tir hai phuong trinh vi phan véi hai bién U
va V. Bién dau tién 12 bién nhanh dugc goi 1a bién hoat néo, nd dai dién cho dién ap cua
mang té bao. Bién tht hai 13 bién cham, né dai dién cho mot s6 dai luong vat Iy phu thude
vao thoi gian nhu 1a d6 din dién cua dong ion di qua mang t& bao. Hé phuong trinh
Hindmarsh-Rose 2D (HR) dugc cho bdi hé sau:

?j—ttj:utzv—u3+au2+l,

& 1)
— =V, =1-bu’-v,

dt

trong d6 u=u(t) thé hién dién 4p mang té bao; v=Vv(t) thé hién cho cic dong ion
chuyén dong xuyén qua mang té bao; cc tham sé6 a=3, b=>5 la cac hang s dugc xac
dinh béng kinh nghiém thuc tién; | 1a cudng d6 dong dién kich hoat tir bén ngoai; t la
bién chi thoi gian.

H¢ phuong trinh (1) dugc xem nhu la m6 hinh cua mot té bao than kinh, sau d6
chung t61 xay dung md hinh mot mang ludi té bao cla hai té bao than kinh lién két
tuyén tinh hai chleu va mot chiéu. Luu y rang, mot mang ludi té bao than kinh mo ta
mot quan thé cua té bao than kinh duoc lién két v6i nhau vé mat sinh 1y hoc. Sy lién hé
giira cac té bao chul yéu dua vao qua trinh dién héa. Bai bao nay chi xét sy lién két theo
kiéu dién hoc, nghia 12 ham lién két s& duoc biéu dién béi mot ham sé tuyén tinh. Cu
thé, mot mang ludi gdm hai té bao HR lién két tuyén tinh hai chiéu duoc biéu dién nhu
sau (Corson, 2009; Ambrosio & Aziz-Alaoui, 2012; Ambrosio & Aziz-Alaoui, 2013):

3 2
Uy =Vy —Uy +au; + 1 — gsyn(ul_uz)'
v, =1-bu’ -y,
3 2
Uy =V, —Up +au, + 1 - gsyn(u2 —Uy),
V,, =1-buZ -v,, 2)
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trong do Jsyn la mot héng sb duong, dugc goi la d0 manh lién két. Mang lu6i nay dugc

goi 13 hai chiéu vi né c6 sy trao ddi thong tin qua lai giita hai té bao trong mang ludi.
No6i mdt cach khac, t€ bao thir nhat truyén thong tin dén t€ bao thir hai va t€ bao thu hai
cling truyén thong tin ngugc lai cho té bao thir nhat.

. Mot cach tuong tu, mang ludi cua hai té bao than kinh lién két tuyén tinh mot
chi¢u dugc cho boi hé phuong trinh sau (Corson, 2009):
u, =V, —Uu’+au +1,
v, =1-bu?-v,
Uy =V, —Uf +au22 +1- Ggyn (U, —uy),
v, =1-buj -v,, (3)

trong do Joyn la mot hfmg $6 duong, dugc goi 1a A manh lién két. Mang luéi nay duoc

goi 1a mot chidu vi né chi ¢ su trao d6i thong tin mot chiéu giita hai té bao trong mang
lugi. Noi mot cach khac, t€ bao thr nhat truyén thong tin dén t€ bao thir hai va khong
nhan lai bat ki thong tin nao tur t€ bao thir hai.

Tir hai h¢ phuong trinh (2) va (3), ching t0i s& tim dicu kién di cho sy dong bo
hoa cua hai mang ludi nay cling nhu quan sat toc d6 cong huong gilta chung. Ngoai ra,
chung t6i con dua ra két qua bang phuong phap s6 duoc thyc hién trén R, dé kiém tra
lai sy nhan dinh cta két qua 1y thuyét.

2. Piéu kién du cho sy cfng hwéng cia mang ludi gom hai té bao than
kinh HR véi lién ket tuyen tinh

Trong phan nay, chung t6i nghién ctru dua ra diéu kién di cho sy cong huong ciia
hai mang lu6i (2) va (3). Ttr do, quan sat toc do cong huong cua hai mang ludi nay, ciing
nhur trinh bay két qua bang phuong phap sb dé kiém tra lai két qua 1y thuyét tim duoc.

i Dq tién cho viéc nghién ctru, ¢ day chung t61 gioi thiéu dinh nghia sy cong huong
dong nhat gitra hai hé phuong trinh vi phan dugc lién két véi nhau thanh mot mang luéi.

Pinh nghia 1 (Ambrosio & Aziz-Alaoui, 2012). Pat S, =(u,v;), i=12, va
S=(S,,S,) la mét mang luéi. Chiing ta néi rang S dong bé héa dong nhait néu
lim |u, —uy|+|v, —v,| =0.
~ Dudi day la Dinh li ’Vé diéu kién du cho sy cong huong trong mang luoi gdm hai
t€ bao HR vdi lién két tuyén tinh 2 chiéu.
Pinh i 1. Néu dé manh lién két Oy théa man diéu kién
2 2
g, 2max & L 072\ o 3 i i moi didu kien ban diu
6 '8y 8(3-yb?) b
u.(0),v,(0),i =1,2, hé phuong trinh (2) sé dong bé héa theo Pinh nghia 1.
Chirng minh. bat X =u, —-u,,Y =v, -V, va U =u, +U,. Khi d6, hé phuong trinh (2)

doi véi cac bién X,Y duoc cho boi:
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Xy _Ixsix@u-3ur-2g.),

dt 4 4 ’ 4
I 4
4 pxu -y,

dt

Chu y rang (0,0) 1a diém ki di ctia hé phuong trinh (3). Chon ham sé Lyapunov
nhu sau:

E(X,Y)=%X2+gY2,

trong d6, 7 1a hang s6 duong. Liy dao ham theo t ciia ham sé Lyapunov trén, ta duoc:
4
M=—X——(Ax2 +BXY +pY?),
dt 4
trong d6, A= %UZ —au +2g,,,B=ybU -1.
C6 thé thdy rang AX? +BXY +7Y? >0 néu thoa hai diéu kién sau day:

(1) Vi A=§U2—aU +20y, nén nghiém cia phuong trinh A=0 Ia

Z(aiﬂ/az—GgSyn) ) 2 a2

3 néu g, SE. Do d6, A>0néu Ogn > —

6
2
(i) )/A—BT>O<:>(3—;/b2)U2—2(a—2b)U+893yn—1>0. Piéu kién nay
/4

Ul,Z =

duoc thoa néu 0., > i + M Vad ¥ < —
' "8 8@ 7 L
. . a> 1 (b—-2a)? .. 3 .
Khi d6, néu chon gy, =>max {€,§+W vGi 7/<p thi
AX? +BXY +7Y?>0. Piéu d6 din dén W <0, véi moi X,Y. Do do, (0,0) la

nghiém duy nhét ctia (4). St dung 1y tl}uyét 6n dinh Lyapunov va nguyén 1y bat bién
LaSalle (Aeyels, 1995), ta c6 (0,0) la diém 6n dinh tiém can toan cuc. Nghia 1a,

lim|u, —w|+|v, —v,|=0.
t—+0

bPinh 1i da dugc ching minh.

Tiép theo 1a Binh i vé diéu kién du cho sw cong huong trong mang ludi gbm 2 té
bao HR véi lién két tuyén tinh mot chicu.
Pinh i 2. Néu dé manh lién két Oy théa mdan diéu  kién
2 2
g zmax & L O L o 3 i mei didu kien ban diu
3 4y 4A(B-ybY) b
u.(0),v,(0),i =1,2, hé phuong trinh (3) sé dong bé héa theo Pinh nghia 1.
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Ching minh. bat X =u, —-u,,Y =v, -V, va U =u, +U,. Khi d6, h¢ phuong trinh (3)
ddi voi cac bién X,Y duge cho boi:

dX 1,5 3,2
2oy —2XP+X(@U-Sui-g,,),
=Y —2X X (@U - ;U - g,,)

dy
dt

Q)
=—bXU -V,

Chu ¥ rang (0,0) 1a diém ki di ctia hé phuong trinh (3). Chon ham sé Lyapunov
nhu sau:

E(X.Y)=2x2+2y?,
\ r r 2 2 r
trong d6,  1a hang so duong. Lay dao ham theo t ctia ham s6 Lyapunov trén, ta dugc:

M=—X—4—(Ax2+|3xy +7Y?)
dt 4 ’

trong do, A:%UZ —auU +gg,,B=ybU -1.

C6 thé thdy rang AX? + BXY +7Y? >0 néu thoa hai diéu kién sau day:
(i) Vi A= %UZ —aU +g,, nén nghiém cua phuong trinh A=0 Ia

Z(ai,/a2 —Bgsyn) ) 2 a2
3

néu g, S?. Do d6, A>0néu Jgn > >

U.. =
12 3

2

(iv) ;/A—BT >0< (3—yb*)U?—2(a—2b)U +4g,, N 0. Dbiéu kién nay
v

X 1  (b-2a) _, 3
duoc thoanéu gy, >—+-———5-Vva y <.
4y  4(3—-yb%) b
2 _ 2
Khi do, néu chon gy, >maxia ty B2 L0 3y
3 4y 4(3—-yb%) b
AX? +BXY +7Y?>0. Diéu d6 din dén W <0, véi moi X,Y. Do do, (0,0) la

nghiém duy nhét cua (5). Str dung 1y tl}uyé:t 6n dinh Lyapunov va nguyén 1y bat bién
LaSalle (Aeyels, 1995), ta c6 (0,0) 1a diém 6n dinh tiém cén toan cuc. Nghia 13,

tIlr+noo|u2 —u|+|v, —v| =0.

bPinh 1i da dugc ching minh.

Nhin xét 1. Theo két qua ¢ Dinh 1i 1 va Dinh 1i 2 ¢ trén, ching ta c6 thé thiy
rang dé co dugc sy cong huong dong nhat cua mang ludi hai t€ bao than kinh véi lién
két tuyén tinh hai chiéu sé dé dang hon su cong huong dong nhat ciia mang ludi hai té
bao than kinh véi lién két tuyén tinh mot chiéu. Boi vi d§ manh lién két Oy can thiet
dé ddng bd hoa hé phuong trinh (2) 1a nhé hon d6 manh lién két can thiét dé dong bd
héa hé phuong trinh (3).
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3. Két qua bang phuong phap s6

Trong phan nay, chung t61 trinh bay két qua so sanh téc do cong huong cua hai
mang luéi (2) va (3) bang phuong phap sé dé kiém tra lai két qua 1y thuyét & trén. Ket
qua md phong dugc thuc hién trén hai hé phuong trinh (2) va (3), voi cac gia trj tham sb
nhu sau:

a=3b=51=0.

Chung t61 mong mudn tim duogc gia tri ciia d6 manh lién két du nho cén thiét dé
cho su dong bd hoa xay ra trong hai mang ludi (2) va (3) bing phuong phap sd. Tir do,
chung t6i c6 thé quan sat xem sy cong huong 6 mang ludi nao la dé dang hon. Két qua
mo phong trong phan nay duogc thuc hién trén R.
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op en 7
E w B _
= =
= 4 = o |
[=18] b ™
= B =
8 ) 18- —
g o ? 2
5 - g
=T T T ‘ T T S - T T T T T
0 2000 4000 €000 8000 0 2000 4000 6000 8000
Thaoi gian (1) Thoi gian (t)
(@ (b)
o I
= en |
£ B
5 2 4 = 8
— o =
[=19) o ©
= =) _
o o _| =g
L Ry L5
=y e =
z 2
& S S 7
L]
o
S

T T T T I T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 2000 4000 6000 8000

Thoi gian (t) Thoi gian (t)
© (D

o -

Hinh 1. Sai s6 céng hwéng gitta hai té bao trong mang ludi (2) theo thoi gian
twong tng véi cac gid tri khdc nhau cia d¢ manh lién két.
Hinh 1(a), twong g véi 9y, =0.2, Hinh 1(b) mé phong sai $6 cong hurong g voi
Oyn = 0.5 Hinh 1(c) mé phong sai $6 cong huwrong g voi gy, =0.6. O cdc hinh nay, chiing
ta ciing thdy hién twong dong b héa chia xdy ra vi sai s6 céng huwong chwa tién vé 0. Hinh
1(d), véi Qg,, =0.75, ching ta thay sai s6 cong hwong tién vé 0. N6i mét cach khdc, s cong

huong cua mang ludi (2) xay ra.
Theo dinh nghia 1, ta goi |u2 —u1| +|V2 —V1| 1a sai s6 cong huong giita hai té bao

trong cac mang ludi dang xét. Hinh 1 minh hoa cho sai sO cong hudng giira hai té bao
trong mang ludi (2) theo thoi gian. Cac hinh duoc sap xép theo thi tu tir trai qua phai tir
trén xuong dudi twong tmg voi cac gia tri tang dan cua d6 manh lién két, ciing nhu gitp
chung ta thiy dwoc khi nao cé sy dong bd hoa xdy ra. Noi mot cach khac, hinh 1(a),
1(b), 1(c), 1(d) moé phong cho sai s6 cong hudng theo thdi gian gitta hai té bao trong
mang ludi (2) véi gia tri ban dau (-0.1,0,0,0.2), va tuong trng véi cac gia tri khac nhau

ctia &6 manh lién két. C6 thé thdy rang, & hinh 1(a), tvong tng véi Jyn = 0.2, hién tuong
ddng bd hoa chua xay ra vi sai s6 cong hudng chua tién vé 0. Mot cach tuong tw, ¢ hinh
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1(b) md phong sai s cong hudng tng véi Jsn =0.5; hinh 1(c) m6 phong sai s6 cong
huong tmg véi g, =0.6. O cac hinh nay, ching ta ciing thay hién tuong dong bo hoa
chua xay ra vi sai s6 cong hudng chua tién vé 0. Tuy nhién, & hinh 1(d), v6i Oyn =0.75,
chung ta thiy sai s6 cong hudng tién vé 0. N6i mot cach khac, s cong hudng cuia mang
ludi (2) xay ra khi g, >0.75.

Hinh 2 bén dudi minh hoa cho sai sd cong huong giira hai té bao trong mang ludGi
(3) theo thoi gian. Cac hinh dugce sap xep theo thir ty tur trai qua phai tir trén xudng dudi
tuong (mg voi cac gid tri tang dan cua d§ manh lién két, cling nhu giup chung ta thay
duogc khi nao co su dong bd hoa xay ra. Noi mot cach khac, hinh 2(a), 2(b), 2(c), 2(d)

mo phong cho sai s6 cong huong theo thoi gian gitta hai té bao trong mang lu6i (3) véi
diéu kién ban dau (-0.1,0,0,0.1), va tuong tmg véi cac gia tri khac nhau cua do manh

lién két. C6 thé thay rang, & hinh 2(a), twong tmg voi Jyn =0.75, hién tuong dong bo
hoa chua xdy ra vi sai s6 cong hudng chua tién vé 0. Mot cach twong tu, & hinh 2(b) mo
phong sai s6 cong hudng tng voi Oy =1 hinh 2(c) mé phong sai sé cong hudng tng
voi gy, =1.3. O cac hinh nay, ching ta ciing thay hién twong dong bd hoa chua xdy ra
Vi sai s6 cong huong chua tién vé 0. Tuy nhién, & hinh 2(d), véi dyn =15, ching ta
thy sai s6 cong hudng tién vé 0. Noi mot cach khac, sy cong huong cua mang ludi (3)
xay ra khi gy, >1.5.
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Hinh 2. Sai s6 céng hirdng giika hai té bao trong mang lwéi (3) theo thoi gian twong
wng voi cac gia tri khac nhau cua do manh lién ket.

Hinh 2(a), twong tmg véi gy, = 0.75, Hinh 2(b) mé phong sai sé cong huong iing véi
Osyn =1; Hinh 2(c) mé phong sai sé cong huéng g voi Oyn =1.3. O cdc hinh nay, ching ta
ciing thay hién twong dong bo héa chiea xay ra vi sai s6 cong hudng chua tién vé 0. Hinh 2(d),
VOi Ogn = 1.5, chiing ta thay sai s6 cong hwéng tién vé 0. N6i mot cach khdce, s cong hieong

cua mang luoi (3) xay ra.
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Nhan xét 2. Theo két qua ciia phuong phap sb di dugc trinh bay trong hinh 1 va
hinh 2, ching ta can Ogn =1.5 dé c6 dugc sy dong bo hoa trong mang ludi cua hai té

bao than kinh HR véi lién két tuyén tinh mot chiéu (3). Trong khi d6, véig,, =0.75,

chiing ta co thé thiy di xay ra sy dong bo hoa trong mang ludi cta hai té bao than kinh
HR voi lién két tuyén tinh hai chiéu (2), va voi cling gia tri nay thi mang ludi (3) van
chua dat dugc su cong hudng. Co nghia la dé dat duoc su déng bd hoa trong mang ludi
ctia hai té bao than kinh HR v&i lién két tuyén tinh hai chidu dé hon sy dong bo hoa
trong mang ludi cta hai té bao than kinh HR vdi lién két tuyén tinh mot chiéu. N6i mot
cach khéc, su cong huong mang ludi (2) s€ nhanh hon sy cdng huong mang ludi (3).
Két qua nay hoan toan phu hop voi két qua 1y thuyét dat duoc ¢ trén (xem nhan xét 1).

4. Két luan

Bai bao da chi ra ring sy dong bd hoa trong mang ludi ctia hai té bao than kinh HR
v6i lién két tuyén tinh hai chiéu nhanh hon sy ddng bd hoa trong mang ludi cta hai té bao
than kinh HR véi lién két tuyén tinh mot chiéu. Boi vi d6 manh lién két can thiét dé dong
b6 hoa hé phuong trinh (2) nhé hon d6 manh lién két can thiét dé df)ng bd hoa h¢ phuong
trinh (3). Nghién ctru ciing trinh bay két qua bang phuong phap s6 trén R cho phép ching
ta thdy duoc co sy twong quan giira két qua li thuyét va phuong phap so.
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