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Tom tit

Hinh hoc Fractal la mot mén hinh hoc moi nhung da co dwoc nhitng ung dung rong
rdi trong nhiéu linh viee khdc nhau. Tuy nhién, hién nay co sé Iy thuyét ciia mén hinh hoc
nay van chua hodn thién vi van chwa ¢é dwoc mét dinh nghia chinh xac va dcfy di vé
Fractal, van dé nay dang la thach thirc I6n d6i véi cac nha nghién ciru todn hoc.
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Abstract
FRACTAL GEOMETRY, APPLICATIONS, AND SOME REMAINING PROBLEMS
Fractal geometry is a new geometry but has been widely applied to many different
fields. However, the current theoretical basis of this geometry is not perfect because there
has not been a precise definition and full of Fractal, the problem is a major challenge for
the study of mathematics.

1. Gi6i thigu

Su phat trién ciia hinh hoc qua cac thoi dai di dong gop nhitng thanh tyu quan trong
trong lich str van minh nhén loai. O cic nén vin héa c6 ctia Babilon va Ai cap, con ngudi da
biét cach tinh dién tich cac hinh don gidn nhu tam giac, hinh thang, hinh tron va cling biét
cach tinh thé tich mdt so vat thé don gian nhu hinh hdp chit nhat, hinh chop day vuong. ..

Tur thé ky thir VII dén thé ky thir 11T trude cong nguyén, cac nha hinh hoc Hy Lap
da co nhing dong gop quan trong trong viéc phat trién mon hinh hoc. Ho da cb gang tap
hop va sap xép cac hiéu biét vé hinh hoc theo mét két cau logic nhat dinh. Trong s do,
ngudi co cong 1on nhat, dit nén mong cho co sé hinh hoc chinh 1 Euclide (330-275 TCN)
v6i tac pham “Nguyén 1y”. Trong tic pham ciia minh, Euclid d trinh bay day du va co
hé théng, tim ra cach chirng minh nhiéu dinh 1y va sip xép chiing theo mét trinh tir logic.
Ngay nay, cac nha toan hoc duong dai ciing khiang dinh réng tac pham “Nguyén 1y” ctia
Euclide da c6 nhiing dong gop to 16n trong trong viéc ¢6 gang xay dung hinh hoc theo
mot hé thdng logic chat ché. Tuy nhién, ding trén quan dlem cua toan hoc hién dai thi tac
pham “Nguyén 1y cta Euclide vAn con nhiéu thiéu sot vé phuong dién dit co so logic
cho viéc xay dung hinh hoc (Truong Pic Hinh, Pao Tam, 2009).

Cudi thé ky XIX, nha toan hoc nguoi Ptc David Hilbert (1862-1943) méi khic
phuc duge nhiing thiéu sot ciia Euclide véi tic pham “Co s hinh hoc” nam 1899. Trong
tac phAm cua minh, Hilbert di dua ra mot hé tién dé day du cua hinh hoc Euclide, tir 6
suy dién dé thu duoc tit ca cac ndi dung cua hinh hoc Euclide.
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Trong qué trinh ¢ gang thir ching minh dinh dé V cta Euclide (Nguyén Xuan
Liém, 1994) d3 dian dén su ra doi ciia moét mon hinh hoc méi khac véi hinh hoc Euclide.
Cubi nhitng nam ba muoi cua thé ky XIX, nha toan hoc nguoi Nga Lobasepxki (Nikolai
Ivanovitch Lobatchevski, 1792-1856), gido su truong Pai hoc Toéng hop Kadan (Nga) da
dua ra 101 giai dap vé van dé dinh dé V cua Euclide. Ong di khing dinh: dinh dé V khong
thé suy ra tir cac tién dé va dinh dé con lai ctia Euclide. Lobasepxki d phat trién hinh hoc
cta minh khong thua kém hinh hoc Euclide, nguoi ta goi nd 1a hinh hoc phi Euclide hay
hinh hoc Lobasepxki.

Chan dung Eucllde David Hilbert

Hinh 1. Chdn dung cia nha toan hoc Euclide va Hilbert

Giita thé ky XX, khi cong ngh¢ dién toan phat trién, mot mon hinh hoc méi da ra
doi dé dap ung nhu cau mo ta cac dbi tugng ca thé gi61 thue trén may tinh, d6 la hinh
hoc Fractal. Hinh hoc Fractal chinh thirc dugc biét dén thong qua bai bao ndi tiéng cua
Benoit Mandelbrot vao nam 1975. Bang cong cu may tinh, 6ng da kham pha ra mot linh
vuc hinh hoc méi phan anh thé gidi mat cach ty nhién ma hinh hoc Euclide kho c6 thé
dap tmg duoc. Vi vay, hinh hoc Fractal di thu hut sy cha ¥ ctia nhiéu nha nghién ctru va
n6 da tro thanh mot chu dé nong trong gidi toan hoc (Akhlag Husain va cs., 2022).

2. Sw ra doi cuaa hinh hoc fractal
) Cubi thé ky XIX dén nhiing nim (‘;Iﬁu cua thé ky XX, trong nghién ciru toan hoc da

xuat hién mot s6 tap hop “la” véi mot so tinh c}lét bat thuong hodc c¢6 nhiing hinh thu ky
la, ngd nghinh (Ajay Singh Rathore, 2019), chang han nhu:

* Tap Cantor: la tp con cua doan [0,1], khong chira bat ky mot doan thang nao
nhung van c6 luc lugng continum.

« Pém Sierpinsky: tuy khong co diém trong nhung ciing c6 thé anh xa lién tuc 1én
toan bg hinh vudng.

« Hinh bdng tuyét Von Koch: tuy chi chiém mot dién tich nho nhung c6 chu vi dai
vO han.

on
T

Tap Cantor Dem Szerpmsky Béng tuyét Von Koch
Hinh 2. Mét s6 tap hop “la”
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* Ham Weierstrass: ham so lién tuc ma khong c6 dao ham tai bat cir diém nao. Do
thi cua no6 1a mgt duong cong lién tuc nhung khong c6 dao ham ¢ bat ky diém nao.

SR

Hinh 3. Ham Weierstras
« Tap Julia: gdm nhiing bd phan 14 ban sao thu nhé cua chinh no.

of"

a0 v Ly
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Hinh 4. Tédp Julia dwoc tao sinh boi cdc gia tri khoi tao khdc nhau

Céc tap hop “la” di gay ra khong it xon xao trong gii nghién ctru toan hoc va roi
chung cling dugc chap nhan nhu nhiing truong hop ngoai 1€ ctia toan hoc.

Mot s6 nha vat 1y nhu Boltzmann, Perrin soém du doan duoc kha néng ing dung cua
cac tap khac thuong trong thyc té. Tuy nhién ho ciing khong lam duoc gi hon 1a tuyén bd
chinh nhimg duong cong bat thuong, gai goc nhu dudng cong Weierstrass méi thuong
hay gip, con cac duong tron tru déu dan nhu duong tron chi 1a ngoai 16. Mot s6 cong trinh
didc sic cua Hausdorff va Besicovitch voi nhimg tip c6 thi nguyén (s6 chiéu) phan sb
ciing khong c6 duoc tiéng vang 16n trong gidi toan hoc (Nurujjaman va cs., 2017).

Nam 1975, nha toan hoc ngudi Phap gbc Ba Lan Benoit Mandelbrot 1am viéc tai
trung tim nghién ctru Thomas B. Waston clia cong ty IBM di cong bd cong trinh cia
minh thong qua bai bao ndi tiéng “Ly thuyét vé cdc tdp Fractal” (A Theory of Fractal
Sets), sau d6 1a cudn chuyén khao “Hinh hoc Fractal ciia tw nhién” (The Fractal Geometry
of Nature). Bai bao di giy duoc tiéng vang 16n va duoc cac nha khoa hoc dwong thoi
quan tdm nghién ctru, phat trién, cudn sach ciia Mandelbrot sau ndy da trd thanh mot cong
trinh kinh dién ctia hinh hoc Fractal trong d6 ¢6 mot tap hop ndi tiéng mang tén ong - tdp
Mandelbrot.
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Hinh 5. Tdp Mandelbrot

Tt d6 nhitng tap khac thuong mdi nhan dugc sy quan tdm cuia gidi khoa hoc, khong
nhing trong nganh toan hoc ma trong hau hét cac nganh, ca ty nhién 13n xa hoi, ca khoa
hoc va cong ngh¢. Mandelbrot dat tén cho céac ddi tugng khac thuong nay la Fractal, mugn
chit La tinh “fractus” c6 nghia l1a “gay, vd”. Tur day, mét hudng toan hoc méi ra doi mang
tén hinh hoc Fractal. Mon hinh hoc nay xdy dyng mot khung toan hoc tong quat dé
nghién ctru cac tap khac thuong. Chi trong vong vai thap ky, hinh hoc Fractal da tré thanh
mot trong nhitng chu dé thoi sy néng cua todn hoc hién dai.

Mandelbrot va cac nha toan hoc khac nhu Douady, Hubbard da dat nén mong va
phat trién cho 1y thuyét hinh hoc Fractal. Céc két qua dat duoc chu yéu tap trung & cac
tinh chét cia cac cdu trac Fractal co sé nhu tdp Mandelbrot va tap Julia (Ajay Singh
Rathore, 2019).

Dua trén nhiing cong trinh cua Mandelbrot (1976, 1979, 1982) yél Hutchipson
(1981), vao cac nam 1986, 1988 Micheal Barnsley va Begger da phat trién 1y thuyét hé

ham lip IFS (Iterated Function System) dwogc tmg dung trong nhiéu linh vuc khac nhau
(Akhlag Husain va cs., 2022).

Ngoai cac cong trinh mang tinh 1y thuyét, hinh hoc Fractal con duoc bo sung boi
nhitng nghién ctru ing dung vao trong khoa hoc may tinh va cac nganh khoa hoc khac.
Dua trén 1y thuyét IFS, Barnsley, Jacquin va mot s6 nha nghién ctru khac da phat trién
phép bién ddi phan hinh ap dung cho cong nghé nén anh (Arshay Nimish Sheth, 2017;
Pham Anh Phuong va cs., 2002).

Hién nay, 1y thuyét phan hinh dang duoc phat trién va nghién ctru. Mt trong nhiing
van dé 16n dang dugc quan tAm 13 bai toan véi cac d6 do phan hinh (multifractal meas-
urement) c6 lién quan dén sy mo rong cia khai niém s6 chiéu Fractal va cac d6i tuong
Fractal trong tu nhién, dong thoi ciing lién quan dén viée ap dung cac d6 do Fractal trong
cac nganh khoa hoc tu nhién.

3. Co s6 toan cua hinh hgc fractal

Hinh hoc Fractal dugc xay dung trén co so 1y thuyét giai tich ham (Hoang Tuy,
2000), su dung cac kién thirc vé khong gian Metric, khong gian Hausdorff (con dugc goi
la khdng gian Fractal) (Ajay Singh Rathore, 2019).

Mandelbrot dé timg dinh nghia: “Fractal la mét tap hop co §6 cl}iéu Hausdorff lon
hon 6 chiéu t6p6 cia n6”. Dinh nghia nay tuy da thau tom duoc hau hét cac tinh chat cua
da so céac Fractal nhung chinh Mandelbrot cling thira nhan n6 van chua thoa dang vi da
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loai trir mot s6 ddi tuong cling can duge coi 1a Fractal. ’Theo Kenneth Falconqr (Arshay
Nimish Sheth, 2017) thi Mot tap F duogc goi 1a Fractal néu nd c6 nhitng tinh chat sau day:

(i) F co chi tiét tai moi ti 16.

(i) F tu twong tu.

(i) F co s6 chiéu Fractal 16n hon s chiéu topd ctia né va sb chidu Fractal cua F 1a
mot sO khong nguyén.

(iv) F thuong duoc tao sinh bang mét thu tuc dé qui don gian.

Tuy nhién dinh nghia nay Vﬁq chua q:?ly du va cho dén nay chua ai c6 thé dua ra
dugc mét dinh nghia chinh xéc va day du vé Fractal.

Nhitng nha khoa hoc xuét sic khac dd c6 nhiéu dong gop cho su phat trién cia hinh
hoc Fractal phai ké dén nhu Robert May lam viéc tai vién nghién ctru Princeton, Mitchell
Feigenbaum 1am viéc tai phong thi nghiém Quéc gia Los Amos, Edward Lorenz 1am viéc
tai trudng Pai hoc Cong nghé Massachusetts va mot s6 nha khoa hoc trude d6 nhu George
Cantor, Giuseppe Peano, David Hilbert, Helge Von Koch, Gaston Julia, Pierre Fatou,
Vaclaw Sierpinski...

4. Cac wng dung cia hinh hoc fractal

4.1. Ung dung trong y hoc va sinh hoc

Céc nha khoa hoc di tim ra cac méi quan hé gitta Fractal v6i hinh thu cia té bao,
qua trinh trao doi chat ctia co thé ngudi, ADN, nhip tim,... Trudc day, cac nha sinh hoc
quan ni¢m lugng chat trao do6i phu thudc vao khoi luwong co thé nguoi, nghia 1a no ti 1€
bac 3 khi xem xét con nguoi 1a mot doi tugng 3 chieu. Nhung véi goc nhin tir hinh hoc
Fractal, nguoi ta cho rang s€ chinh xac hon néu xem con nguoi 1a mot mat Fractal vdi so
chiu xap xi 2.5, nhu vay ti I¢ d6 khong nguyén nira ma 1a mdt s6 hitu ty.

Viéc chuan doan bénh ap dung hinh hoc Fractal da c6 nhiing tién bo 13 rét. Béng
cach quan sat hinh dang cua cac t€ bao theo quan diém Fractal, nguoi ta da tim ra cac
bénh 1y cia con nguoi, tuy nhién nhitng linh vuc nay van con méi mé, can phai duoc tiép
tuc nghién ctru.

4.2. Ung dung trong hod hoc

Hinh hoc Fractal duoc sir dung trong viéc khao sat cac hop chét cao phan tir. Tinh da
dang vé cau truc polyme thé hién su phong phtl vé céc dac tinh cua hop chat cao phéan tir
chinh la c4c Fractal. Hinh dang v6 dinh hinh, duong bé gay, chuoi, su ti€p xic ciia bé mat
polyme vi khong khi, sy chuyén tiép cta cac sol-gel,... déu co lién quan dén cac Fractal.

Sy chuyén dong cua cac phan tu, nguyén tu trong hop chat, dung dich, cic qua trinh
tuong tic gitta cac chat voi nhau,... déu c¢6 thé xem nhu mot hé dong lyc hdn don (chaos).

4.3. Ung dung trong vit Iy

Trong vat ly, khi nghién ctru cac hé co hoc c¢6 nang lugng ti€u hao (chéng han nhu
cO luc ma sat) nguoi ta cling nhan thay trang thai cia cac hé do kho xac dinh trude dugce
va hinh anh hinh hoc cua chung la cac doi tugng Fractal.

4.4. Dw bdo thoi tiét

Heé thong du bao thoi tiét duoc coi 1a mot hé dong luc hdn don (chaos). N6 khong
¢ y nghia du doan trong mot thoi gian dai (mot thang, mdt nam) do d6 quy luat bién doi
cua no tuan theo qui luat Fractal.
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4.5. Thién van hoc

Céc nha khoa hoc di tién hanh xem xét lai cac quy dao cua cac hanh tinh trong hé
mit troi cling nhu trong cac hé thién ha khac. Mot s6 két qua cho thiy khong phai cac
hanh tinh nay quay theo mot quy dao Ellipse nhu trong hinh hoc Eulide ma n6 chuyén
dong theo cac duong Fractal. Quy dao cua nd duge mé phong bang nhitng quy dao trong
cac tap hut “la”.

4.6. Kinh té

MG ta sy bién dong cua gia ca trén thi trudng chimg khoan bang cac do hinh Fractal
s& cho phép chung ta theo doi sy bién dong cta gia ca. Trén co sé d6 du bao gia ca trén
thi truong dua theo céc luat ctia hinh hoc Fractal.

4.7. Ung dung trong khoa hoc mdy tinh

Hinh hoc Fractal ¢ thé gitp thiét ké cac hinh anh dep trén may tinh mét cach don
gian va tryc quan. Day 1a mot trong nhimg linh vyc duge nhiéu ngudi quan tim, nhét 13 dbi
v6i nhitng ngudi yéu mén nghé thuat (Akhlaq Husain va cs., 2022; Truong Pirc Hinh va cs.,
2009; Pham Anh Phuong va cs., 2002). Bang chimg 1a trién 1dm tranh mang tén “Frontiers
of Chaos: Images of Complex Dynamical System” ctia cadc nha toan hoc ngudi Dc Jurgens,
Peitgen, Prufer, Richter va Saupe da thu hat hon 140.000 lugt khéach téi tham dy. Tir ndm
1985 dén nay trién 13m tranh da di qua hon 150 thanh phd ctia hon 30 nude trén thé gidi.

Hinh 6. Mét s6 hinh dnh Fractal dwoc tao sinh béi hé ham lap IFS

Co s¢ hinh hoc Fractal cling da dugc trng dung trong cong nghé nén anh mot cach
hiéu qua thong qua cac h¢ ham Idp (IFS), day 1a mdt trong nhiing linh vuc dugc cac
chuyén gia vé khoa hoc mdy tinh dic biét quan tim (Arshay Nimish Sheth, 2017; Pham
Anh Phuong va cs., 2002).

Hinh 7. Mét s6 hinh énh Fractal dwoc tao sinh béi L-System
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4.8. Cac linh vuc khac

Fractal dugc Gmg dung trong viéc do chiéu dai duong bd bién chinh x4c hon so véi
hinh hoc Eulide boi vi duong bo bién 1a mot hinh Fractal.

Fractal con dugc str dung dé mo ta cac hinh anh nhap nhd cua ddi ndi, khao sat cac
vet nirt chan dong dia chan, cac sy bién doi trong long dat va du bao sy bién dong cua dia
chat.

Trong am nhac hinh hoc Fractal cling dugc dua vao ung dung, cac diém hat, diém
day la co s& cau thanh cac not nhac Fractal...

5. Két ludn

Tuy chi méi ra doi tu nam 1975 nhung hinh hoc Fractal da dugc ing dung rong rai
trong nhiéu linh vuc khoa hoc, kinh té, xa hoi. Cho dén nay, Van chua c6 mot dinh nghia
chinh xac va day du vé hinh hoc Fractal, tinh hinh nay ciing gidng nhu khai niém xac suit
trude thoi Kolmogorov hoac chuong trinh Langlands trude thoi Ngé Bao Chau (Nam
1967 Langlands, nha toan hoc ngudi My gdc Canada da dé xuat moi lién hé mat thiét gitra
dai s6 va giai tich, cu thé hon 1 sy twong mg gitra biéu dién Galois va hinh thirc ty cau,
do6 1a chuong trinh Langlands. Nam 2008 Ngbé Bido Chau da chung minh dugc tron ven
B6 dé co ban cta chuong trinh Langlands). Dé c6 duoc mot hé tién dé day du, chinh xéac
cho hinh hoc Fractal dang 14 thach thic 16n d6i véi cac nha nghién ciru toan hoc.
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