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Tóm tắt
Trong bài báo này, chúng tôi chứng minh sự tồn tại điểm yên ngựa cho ánh xạ đa trị nhận giá

trị trong không gian vectơ tổng quát với điều kiện (v, C)-tựa đơn điệu xoay vòng theo hướng. Bài
toán được thiết lập trên môi trường không có bất kỳ một cấu trúc tô pô nào và cũng không dùng
các giả thiết về tính lồi của ánh xạ đa trị cũng như tính lồi của nón gây nên thứ tự trong không gian
ảnh của ánh xạ đa trị.
Từ khóa: điểm yên ngựa, đơn điệu xoay vòng, ánh xạ đa trị
Abstract

SOME SADDLE-POINT THEOREMS FOR VECTOR-VALUED MULTIMAPPING

In this paper, we prove the existence of a saddle point for a multivalued mapping that takes
values in a general vector space with the condition that (v, C)-cyclic quasi-monotonicity in the
direction. The problem is setting in an environment that does not have any topological structure
and use assumptions about the convexity of the multivalued mapping and the convexity of the cone
that make the order in the range of objective mapping.

1. Giới thiệu

Cho E,F là các tập hợp khác rỗng và hàm ϕ : E × F → R. Xét bài toán toán tìm điểm
(a, b) ∈ E × F thỏa

ϕ(a, y) ≤ ϕ(a, b) ≤ ϕ(x, b) với mọi (x, y) ∈ E × F. (1.1)

hay tương đương với
maxϕ(a, F ) = ϕ(a, b) = minϕ(E, b). (1.2)

Tiếp cận theo cách xem quan hệ thứ tự thông thường trong R là gây nên bởi nón R+ thì (1.1) tương
đương với

ϕ(a, y)− ϕ(a, b) /∈ R+\{0} và ϕ(a, b)− ϕ(x, b) /∈ R+\{0} với mọi (x, y) ∈ E × F. (1.3)
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Điểm (a, b) thỏa (1.1) gọi là điểm yên ngựa của hàm ϕ. Các bài toán liên quan đến điểm này gọi
chung là bài toán điểm yên ngựa.

Bài toán này cùng với các bài toán điểm cân bằng, bài toán tối ưu, bài toán điều khiển,... nắm
giữ vai trò quan trọng trong nhiều lĩnh vực của khoa học như là: thiết kế mạch điện, kinh tế, tài
chính, lý thuyết trò chơi và đặc biệt là lý thuyết điều khiển, v.v, (chẳng hạn như, [1,3,10–14,16,17]).

Thêm nữa, trong lĩnh vực điều khiển tối ưu, lý thuyết trò chơi thì tập điều khiển thường chọn
mang yếu tố rời rạc và nhiều giá trị. Vì thế, chúng ta cũng cần thay thế hàm đơn trị bởi hàm đa trị,
một trong các dạng thường gặp của bài toán này là dạng hàm đa trị được phân tích thành tổng của
một hàm đơn trị và một bộ phận đa trị.

Bài toán (1.1) đã có rất nhiều nghiên cứu có các kết quả phong phú, chúng đã được phát triển
theo các hướng sau đây:
• Thay thế miền ảnh của ϕ từ tập hợp các vô hướng R với quan hệ thứ tự tuyến tính sang không gian
vectơ hữu hạn chiều Rn với quan hệ thứ tự sinh bởi nón lồi Rn

+. Theo hướng này đã có các công
trình [4, 5, 9, 14],...
• Thay đổi các điều kiện đặt lên hàm ϕ như là tính liên tục, nửa liên tục, lồi,... gần đây trong công
trình của [9,13,14] đã đưa vào điều kiện "tựa đơn điệu xoay vòng" (cyclically anti-quasimonotone).
• Một số tác giả phát triển bài toán theo hướng mở rộng các kết quả đã có với ánh xạ mục tiêu ϕ là
đơn trị sang ϕ là đa trị (chẳng hạn như [8, 18] và các tài liệu tham khảo trong đó).

Bài toán điểm yên ngựa với ánh xạ đa trị đã được xem xét bởi nhiều tác giả chẳng hạn như
Chang-Yuan với công trình [2], Zang-Li với [18],... Trong các công trình này, điểm yên ngựa được
định nghĩa dựa trên quan hệ thứ tự trong không gian ảnh của Φ gây nên bởi nón lồi với phần trong
khác rỗng. Ta có thể mô tả lại khái niệm này như sau: Cho C là một nón lồi của không gian vectơ
tô pô V với intC ̸= ∅, và ánh xạ đa trị Φ : E × F ⇒ V . Điểm (a, b) gọi là điểm yên ngựa của Φ
nếu

MaxΦ(x, F ) ∩ Φ(x, y) ∩MinΦ(E, y) ̸= ∅, (1.4)

ở đây MinA = {x ∈ A : t − x /∈ −intC ∀t ∈ A} và MaxA = {x ∈ A : t − x /∈ intC ∀t ∈ A}
với ∅ ≠ A ⊂ R (xem [2, 15]).

Nhìn chung, các kết quả theo những hướng nói trên hầu hết là được xem xét bài toán trong môi
trường có cấu trúc tô pô, khái niệm điểm yên ngựa được định nghĩa dựa trên thứ tự sinh bởi nón lồi,
kết qủa có được dựa trên các giả thiết lồi cho hàm ϕ và sử dụng các công cụ như là các định lý về
điểm bất động, định lý kiểu KKM thông qua các kỹ thuật vô hướng.

Gần đây, trong công trình [7] chúng tôi đã mở rộng bài toán này cho trường hợp "thứ tự" được
dùng là gây nên bởi tập con có phần lỏi khác rỗng và chúng tôi xem xét bài toán trong môi trường
không có bất kỳ một cấu trúc tô pô nào và các kết qủa không dựa vào các giả thiết lồi của ϕ.

Theo sự hiểu biết của chúng tôi, bài toán điểm yên ngựa của hàm đa trị với giá trị vectơ chưa
được xem xét trong môi trường không có cấu trúc tô pô.

Trong bài báo này, chúng tôi sẽ mở rộng một số kết quả trong [7] sang trường hợp ϕ là hàm đa
trị. Đặc biệt khi mà ϕ là đơn trị chúng tôi nhận lại kết quả trong [7]. Để có được kết quả này chúng
tôi sử dụng khái niệm tựa đơn điệu xoay vòng (cyclically quasimonotone) theo hướng của hàm ϕ đã
định nghĩa trong [7], cải tiến cho toán tử đa trị.

Cấu trúc bài báo này như sau, mục tiếp theo chúng tôi chuẩn bị một số khái niệm, ký hiệu và
các kết quả được phép sử dụng để trình bày kết quả chính trong Mục 3, cuối cùng là kết luận.
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2. Chuẩn bị

Trong suốt bài báo này chúng tôi sử dụng V là không gian vectơ , E,F là các tập hợp khác rỗng.

Ký hiệu R+ = {x ∈ R : x ≥ 0},
�
R+ = R+\{0}. Khi K là tập con của V , ta ký hiệu Kc = V \K

và
�
K = K\{0}, ở đây 0 là phần tử không của V . Tập tất cả (tương ứng., hữu hạn khác rỗng) tập

con khác rỗng của tập X được ký hiệu bởi P(X) (t.ứ, F (X)). Cho C ∈ P(V ) và q ∈ V . Nón
gây nên bởi C, phần trong đại số của C, bao đóng vectơ của C và bao đóng vectơ theo hướng q của
C chúng tôi sử dụng lại các ký hiệu trình bày trong [7] và lần lượt nhắc lại tương ứng như sau:

coneC :=
⋃
λ>0

λC,

coreC := {x ∈ V : ∀v ∈ V, ∃λ > 0 sao cho x+ [0, λ]v ⊂ C} .

C được gọi là nón (t.ứ, lõi đại số, mở đại số) nếu coneC = C (t.ứ, coreC ̸= ∅, coreC = C).
Chúng ta dễ thấy rằng coreC ⊂ C. Nếu V là không gian vectơ tô pô, ta ký hiệu intC là phần

trong theo tô pô của C. Ta cũng thấy ngay intC ⊂ coreC ⊂ C, và intC = C nếu C là lồi với
intC ̸= ∅. Vì vậy, nếu C là đóng (t.ứ, mở), cũng là đóng theo vectơ (t.ứ, mở theo đại số).

Để nhận được khái niệm điểm yên ngựa của ánh xạ đa trị chúng tôi tham khảo [2, 18] và mở
rộng khái niệm t.ứ trong định nghĩa sau

Định nghĩa 2.1. Cho K là tập con của V với 0 /∈ coreK ̸= ∅ và Ω là tập con của V . Phần tử α ∈ Ω
được gọi là

(i) điểm K-cực tiểu (t.ứ, K-cực địa) Ω nếu

(α−K) ∩ Ω = {α} ( t.ứ, (α +K) ∩ Ω = {α}); (2.5)

(ii) điểm K-cực tiểu yếu (t.ứ, K-cực đại yếu) của Ω nếu K trong (2.5) được thay thế bởi coreK.

Cho ϕ : X ⇒ Y là ánh xạ đa trị và G là tập con khác rỗng của X , ký hiệu ϕ(G) =
⋃

x∈G ϕ(x).
Ta ký hiệu tập tất cả các điểm K-cực tiểu (t.ứ, K-cực tiểu yếu, K-cực đại, K-cực đại yếu) của Ω là
MinKΩ (resp., Minw,KΩ, MaxKΩ, Maxw,KΩ).

Định nghĩa 2.2. Cho Φ : E × F ⇒ V là ánh xạ đa trị và K ⊂ V với 0 /∈ coreK ̸= ∅. Phần tử
(a, b) ∈ E × F iđược gọi là điểm K-yên ngựa (t.ứ, K-yên ngựa yếu) của Φ nếu tồn tại ξ ∈ Φ(a, b)
thỏa ξ ∈ MinKΦ(E, b) (t.ứ, Minw,KΦ(E, b)) và ξ ∈ MaxKΦ(a, F ) (t.ứ, Maxw,KΦ(a, F )).

Một trường hợp riêng, nếu V = R và K là nón lồi đóng của R với intK ̸= ∅, ta nhận lại khái
niệm điểm yên ngựa mà đã được trình bày trong [2, 7].

Ta dễ dàng có được các cách nhìn khác về điểm yên ngựa của hàm đa trị được trình bày trong
bổ đề sau:

Bổ đề 2.3. Các phát biểu dưới đây là tương đương

(i) (a, b) ∈ E × F là điểm K-yên ngựa (t.ứ, K-yên ngựa yếu) của Φ.
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(ii) Tồn tại ξ ∈ Φ(a, b) thỏa

(ξ − Φ(E, b)) ∩
�
K = ∅ (t.ứ, (ξ − Φ(E, b)) ∩ coreK = ∅)

và
(Φ(a, F )− ξ) ∩

�
K = ∅ (t.ứ, (Φ(a, F )− ξ) ∩ coreK = ∅).

(iii) tồn tại ξ ∈ Φ(a, b) sao cho không có phần tử x ∈ E thỏa

(ξ − Φ(x, b)) ∩
�
K ̸= ∅ (t.ứ, (ξ − Φ(x, b)) ∩ coreK ̸= ∅)

và cũng không có y ∈ F thỏa

(Φ(a, y)− ξ) ∩
�
K ̸= ∅ (t.ứ, (Φ(a, y)− ξ) ∩ coreK ̸= ∅).

Trong suốt bài báo này ta luôn ký hiệu tập tất cả các điểm K-yên ngựa (K-yên ngựa yếu, t.ứ)
của Φ là S(Φ, K) (t.ứ, WS(Φ, K)).

Cho X là tập hợp khác rỗng và n ∈
�
N, ta ký hiệu

Cn(X) = {(x1, ..., xn+1) ∈ Xn+1 : xn+1 = x1}.

Một phần tử của Cn(X) được gọi là n-vòng. Định nghĩa sau đây chúng tôi viết lại từ [7].

Định nghĩa 2.4. ( [7, Defintion 2. ]) Cho ánh xạ đơn trị f : X × X → V , v ∈ V và C ⊂ V . f
được gọi là tựa đơn điệu vòng quanh theo hướng v tương ứng với C (n.gọn, (v, C)-c.q.m) nếu bất

kỳ m ∈
�
N và (x1, ..., xm+1) ∈ Cm(X), tồn tại i ∈ {1, ...,m} để cho f(xi, xi+1) ∈ v + C.

Với C là tập con khác rỗng của V và v ∈ V , ta định nghĩa hàm γv,C : P(V ) → R, xác định bởi

γv,C(Ω) =

{
1, Ω ⊂ v + C;

−1, Ω ̸⊂ v + C;

Dự vào Định nghĩa 2.4 ta định nghĩa khái niệm xoay vòng cho ánh xạ đa trị như sau:

Định nghĩa 2.5. Cho C ∈ P(V ) và v ∈ V . Ánh xạ đa trị Φ : X × X ⇒ V gọi là tựa đơn điệu
xoay vòng theo hướng v tương ứng với C (n.gọn, (v, C)-c.q.m) nếu hàm γv,C ◦ Φ : X ×X → R là
(0,R+)-c.q.c.

Ta ký hiệu tập tất cả các ánh xạ đơn/đa trị (v, C)-c.q.m từ E × E vào V bởi C(v,C)(E, V ).
Cơ sở của các kết quả chính trong bài báo này dựa trên Bổ đề 2.6 dưới đây. Cho φ : E×E ⇒ V ,

K ⊂ E, C ∈ P(V ) và v ∈ V . Với (x, y) ∈ E × E ta ký hiệu

vG
φ
C(x,K) = {a ∈ K : γv,C ◦ φ(x, a) = 1} và vH

φ
C(K, y) = {a ∈ K : γ ◦ φ(a, y) = 1}.

Bổ đề 2.6. Nếu φ : E × E ⇒ V là (v, C)-c.q.m, thì các tập
⋂
x∈A

vG
φ
C(x,E) và

⋂
y∈A

vH
φ
C(E, y) là

khác rỗng với mọi A ∈ F (E).
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Chứng minh. Ta sẽ chứng minh Bổ đề này bằng phương pháp phản chứng. Giả sử trái lại rằng, tồn
tại A ∈ F (E) để cho ⋂

x∈A
vG

φ
C(x,E) = ∅.

Điều này dẫn đến rằng
(∀a ∈ E,∃x ∈ A, γv,C ◦ φ(x, a) ̸= 1). (2.6)

Sử dụng giả thiết (v, C)-c.q.m của φ cho 1-vòng tạo nên bởi một phần tử x ∈ E, nghĩa là, (x, x) ∈
C1(E), ta có

γv,C ◦ φ(x, x) = 1 với mọi x ∈ E. (2.7)

Ta giả sử rằng tập A có m phần tử. Trước tiên, ta lấy một phần tử bất kỳ của A, và ký hiệu nó là
xm. Sử dụng khẳng định (2.6) cho phần tử a := xm kết hợp với (2.7), tồn tại xm−1 ∈ A\{xm} thỏa

γv,C ◦ φ(xm−1, xm) ̸= 1. (2.8)

Sử dụng giả thiết (v, C)-c.q.m của φ cho (xm−1, xm, xm−1) ∈ C2(E) với chú ý (2.8) ta nhận được

γv,C ◦ φ(xm, xm−1) = 1. (2.9)

Sử dụng (2.6) cho a := xm−1 cùng với (2.7) và (2.9), tồn tại xm−2 ∈ A\{xm−1, xm} để cho

γv,C ◦ φ(xm−2, xm−1) ̸= 1. (2.10)

Lại sử dụng giả thiết cho (xm−2, xm−1, xm−2) ∈ C2(E), và chú ý rằng

(xm−2, xm, xm−2) ∈ C2(E),

ta có
γv,C ◦ φ(xm−1, xm−2) = 1 và γv,C ◦ φ(xm, xm−2) = 1.

Tiếp tục quá trình này, ta có được tập A = {x1, x2, ..., xm}, xm+1 := x1, khi đó, (x1, ..., xm+1) ∈
Cm(E) và γv,C ◦ φ(xi, xj) = 1 với mọi i, j ∈ {1, 2, ...,m} thỏa i ≥ j. Đặc biệt, φ(xi, x1) = 1 với
mọi i ∈ {1, 2, ...,m}. Điều này mâu thuẫn với (2.6) khi mà chọn a := x1.

Để chứng minh
⋂
y∈A

vH
φ
C(E, y) ̸= ∅, chúng ta giả sử trái lại rằng

(∀a ∈ E,∃x ∈ A, γv,C ◦ φ(a, x) ̸= 1). (2.11)

Bắt đầu từ phần tử x1 của A, ta lập luận tương tự như trên, cũng thiết lập được A = {x1, x2, ..., xm}
thỏa γv,C ◦ φ(xm, xi) = 1 với mọi i ∈ {1, 2, ...,m}. Điều này mâu thuẫn với (2.11) khi chọn
a := xm.

3. Kết quả chính

Để thuận lợi cho việc trình bày các kết quả chính, chúng tôi trình bày một số khái niệm và ký
hiệu liên quan.
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Ta ký hiệu

K (V ) = {K ∈ P(V ) : K nón có lỏi , K ̸= V } ,
Kc(V ) =

{
K ∈ K (V ) : K lồi

}
,

D(V ) = {K ∈ P(V ) : K có lỏi , K ̸= V,K +K ⊂ K}

Cho R là tập con khác rỗng của tập tích Đề-Các X × X (R còn gọi là quan hệ hai ngôi trên
X). Ta viết xRy nếu và chỉ nếu (x, y) ∈ R và nói rằng X là R-chận trên (t.ứ,-chận dưới) hữu hạn
nếu tồn tại một tập con A gồm hữu hạn của X sao cho với mỗi x ∈ X , xRy (t.ứ, yRx) với y ∈ A
nào đó. Khi đó, A gọi là R-chận trên (resp., -chận dưới) của X .

Định nghĩa 3.1. Cho E là tập khác rỗng, R là một quan hệ hai ngôi trong E, v ∈ V và ánh xạ đa
trị Φ : E ×E ⇒ V , D ∈ P(V ). Ánh xạ đa trị Φ được gọi là (D,R)-tăng (t.ứ, -giảm) nếu với mỗi
(x, y, z) ∈ E × E × E thỏa yRz, ta có mệnh đề sau đúng

γv,D ◦ Φ(x, y) = 1 ⇒ γv,D ◦ Φ(x, z) = 1 (t.ứ, γv,D ◦ Φ(x, z) = 1 ⇒ γv,D ◦ Φ(x, y) = 1).

Với ánh xạ đa trị Φ : E ⇒ V , G ⊂ V , v ∈ V . Ta ký hiệu

[Φ, G, v]− = {x ∈ E : Φ(x)− v ⊂ −G},
[Φ, G, v]+ = {x ∈ E : Φ(x)− v ⊂ G}.

Định nghĩa 3.2. Cho E là không gian tô pô, ∅ ≠ G ⊂ V và ánh xạ đa trị Φ : E ⇒ V .

(a) Với q ∈
�
V , Φ được gọi là (q,G)-nửa liên tục dưới (n.gọn, l.s.c) (t.ứ, (q,G)-nửa liên tục trên

(n.gọn, u.s.c)) nếu với bất kỳ r ∈ R, tập [Φ, G, rq]− (t.ứ, [Φ, G, rq]+) là đóng.

(b) Φ được gọi là G-nửa liên tục dưới (t.ứ, G-nửa liên tục trên) nếu tập [Φ, G, v]− (t.ứ, [Φ, G, v]+)
là đóng với mọi v ∈ V .

Với mỗi ánh xạ đa trị Φ : E × F ⇒ V và K ⊂ V thiết lập ánh xạ gΦ đa trị liên kết với nó định
nghĩa như sau: gΦ : (E × F )× (E × F ) ⇒ V xác định bởi

gΦ((x, y), (x
′, y′)) = Φ(x, y′)− Φ(x′, y), (3.12)

ở đây a = (x, y), b = (x′, y′) ∈ E × F . Từ (3.12) ta thấy gΦ(a, b) = −gΦ(b, a). Cho D ⊂ V , và
(a1, a2, ..., am+1) ∈ Rm ((E × F )m). Đặt bj = am−j+1, j = 1, ...,m, b0 := bm; bm+1 := b1, khi đó,
nếu gΦ(aj, aj+1) ∈1 D, thì gΦ(bm−j, bm−j+1) ∈1 −D. Vì vậy, nếu gΦ là (0, D)-c.q.m, thì nó cũng
là (0,−D)-c.q.m và 0 ∈ D. Ta ký hiệu X = E × F trong suốt mục này.

Định lý 3.3. Cho D ⊂ V , và Φ : X ⇒ V . Giả sử gΦ được định nghĩa bởi (3.12), là (0, Dc)-c.q.m
và thêm nữa

(i) khi mà họ
{(

LD
Φ (b)

)c
: b ∈ X

}
phủ X , thì nó phải có chứa phủ con hữu hạn, ở đây LD

Φ (b) :=

{a ∈ X : gΦ(a, b) ⊂ Dc}, và
(
LD

Φ (b)
)c

= X\LD
Φ (b). Đặc biệt, một trong các điều kiện sau

được thỏa

(ii) E,F là các không gian gian tô pô và tập LD
Φ (b) là tập đóng với mọi b ∈ X;
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(iii) tồn tại quan hệ hai ngôi R trong X sao cho X là R-chận trên (t.ứ, -chận dưới) hữu hạn và
gΦ là (Dc,R)-giảm (t.ứ, -tăng).

Khi đó, S(Φ, C) ̸= ∅ (t.ứ, S(Φ, C) ̸= ∅) nếu
�
C ⊂ D (t.ứ, coreC ⊂ D).

Chứng minh. Kế hoạch chứng minh Định lý này như sau: Trước tiên, ta chứng minh kết luận của
Định lý với giả thiết trong phần đầu của (i), sau đó chứng tỏ một trong các điều kiện (ii) hoặc (iii)
dẫn đến điều kiện được nêu trong (i).

Ta nhận xét rằng

LD
Φ (b) = {a ∈ X : gΦ(a, b) ⊂ Dc}

= {a ∈ X : γ0,Dc ◦ gΦ(a, b) = 1}
=0 H

gΦ
C (Dc, b) (3.13)

Giả sử ∩
b∈X

LD
Φ (b) = ∅. Khi đó họ C :=

{(
LD

Φ (b)
)c

: b ∈ X
}

phủ X , bởi giả thiết (i), họ này chứa

phủ con hữu hạn. Ta tìm được tập A ⊂ X có hữu hạn phần tử và theo Bổ đề 2.6 ta nhận được
∩
b∈A

LD
Φ (b) = ∅. Điều này là không thể, do đó ∩

b∈X
LD

Φ (b) ̸= ∅. Nghĩa là, tồn tại a = (x, y) ∈ X thỏa

gΦ(a, b) ⊂ Dc với mọi b ∈ X, dẫn đến,

gΦ(a, b) ∩D = ∅ với mọi b ∈ X. (3.14)

Lần lượt chọn b = (x, y), b = (x, y) trong (3.14) và chú ý rằng
�
C ⊂ D (t.ứ, coreC ⊂ D), ta nhận

được

(Φ(x, y)− Φ(x, y)) ∩
�
C = ∅ ( t.ứ, ∩ coreC = ∅) với mọi x ∈ E

và
(Φ(x, y)− Φ(x, y)) ∩

�
C = ∅ ( t.ứ, ∩ coreC = ∅) với mọi y ∈ F.

Điều này cho ta (x, y) là điểm C-yên ngựa (t.ứ, C-yên ngựa yếu) của Φ.
Tiếp theo, ta thấy ngay rằng từ điều kiện (ii) bởi tính compact của X = E × F dẫn đến điều

kiện (i). Bây giờ, giả sử có giả thiết (iii) và giả sử họ

C =
{
Vb :=

(
LD

Φ (y)
)c | b ∈ X

}
.

phủ X và A là một R-chận trên (t.ứ, -chận dưới) hữu hạn của X . Khi đó với bất kỳ α ∈ X , ta có
α ∈ Va với a ∈ X nào đó. Bởi định nghĩa của tập A, tồn tại β ∈ A với aRβ (t.ứ, βRa). Ta sẽ
chứng tỏ Va ⊂ Vβ . Thật vậy, với mỗi z ∈ Va, nếu z /∈ Vβ , thì γ0,Dc ◦ Φ(z, β) = 1. Bởi giả thiết (iii)
ta nhận được γ0,Dc ◦ Φ(z, a) = 1. Điều này là mâu thuẫn z ∈ Va. Vì vậy, α ∈ Va ⊂ Vβ với β ∈ A
nào đó. Điều này đưa đến C có phủ con hữu hạn. Hoàn thành chứng minh.

Định lý 3.4. Cho Φ : X ⇒ V và D ⊂ V . Giả sử rằng gΦ, xác định bởi (3.12), là (0, D)-c.q.m và

(i) nếu mà họ
{(

L̂D
Φ (b)

)c

: b ∈ X
}

phủ X , thì nó chứa phủ con hữu hạn, ở đây L̂D
Φ (b) := {a ∈

X : gΦ(a, b) ∈1 −D},
(
L̂D

Φ (b)
)c

= X\L̂D
Φ (b). Trường hợp riêng là, một trong các điều kiện

sau được thỏa
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(ii) E,F là các không gian tô pô và tập L̂D
Φ (b) là đóng với mọi b ∈ X;

(iii) tồn tại quan hệ hai ngôi R trong X sao cho X là R-chận trên (t.ứ, -chận dưới) hữu hạn và
gΦ là (−D,R)-giảm (t.ứ, -tăng).

Khi đó, Φ có điểm C-yên ngựa (t.ứ, C-yên ngựa yếu) nếu
�
C ∩ −D = ∅ (t.ứ, coreC ∩ −D = ∅).

Chứng minh. Ta không khó khăn lắm để kiểm tra các điều kiện của Định lý 3.3 (t.ứ, Định lý 3.4)
đúng cho Φ, gΦ, C và D nếu và chỉ nếu các điều kiện của Định lý 3.4 (t.ứ, Định lý 3.3) đúng cho
Φ, gΦ, C và −Dc. Vì vậy, các Định lý này là tương đương.

Thật là không dể dàng kiểm tra các điều kiện (i),(ii) của các định lý ở trên. Tuy nhiên, trong
trường hợp: ánh xạ đa trị được phân tích thành tổng của hàm đơn trị và một hàm đa trị, chúng tôi
đề nghị các điều kiện đủ cho các giả thiết của Theorem 3.3.

Mệnh đề 3.5. Cho các không gian tô pô E,F , D ∈ Kc(V ), A : E × F ⇒ V và f : E × F → V
là ánh xạ đơn trị. Giả sử với mỗi b = (x1, y1) ∈ E × F các điều kiện sau đây được nắm giữ

(i) ánh xạ f(., y1) là D-u.s.c và

(ii) ánh xạ f(x1, .) là D-l.s.c.

Khi đó {a ∈ X : gϕ(a, b) ⊂ Dc} là tập đóng, ở đây Φ = f +A.

Chứng minh. Ta có

gΦ(a, b) = Φ(x, y1)− Φ(x1, y) = gf (a, b) + gA(a, b) (3.15)

với mọi a = (x, y) ∈ E × F . Ta lấy lưới bất kỳ {(xµ, yµ)} ⊂ {a ∈ X : gϕ(a, b) ⊂ Dc} với
(xµ, yµ) → (x, y). Nếu (x, y) /∈ gΦ(b), tồn tại w ∈ Φ(x, y1) − Φ(x1, y) với w ∈ D. Vì (3.15), tồn
tại e ∈ gA(a, b) để cho w = f(x, y1) − f(x1, y) + e ∈ D. Đặt v = 1

2
w ∈ D, khi đó w − v ∈ D,

nghĩa là,
f(x, y1)− f(x1, y) + e− v ∈ D. (3.16)

Điều này suy ra rằng

x ∈ U (b, y) := {x ∈ E : f(x, y1)− (f(x1, y)− e+ v) ∈ D} (3.17)

và
y ∈ V (b, x) := {y ∈ F : −f(x1, y) + (f(x, y1) + e− v) ∈ D}. (3.18)

Vì f(., y1) là D-u.s.c và f(x1, .) là D-l.s.c, U (b, y) và V (b, x) là lân cận của x và y, t.ứ. Vì vậy,
tồn tại µ thỏa (xµ, yµ) ∈ U (b, y)× V (b, x), nghĩa là,

f(xµ, y1)− f(x1, y) + e− v ∈ D và − f(x1, yµ) + f(x, y1) + e− v ∈ D.

Do f(x, y1) − f(x1, y) + e = 2v, chúng ta biết được f(xµ, y1) − f(x1, yµ) + e ∈ D. Vì vậy,
(Φ(xµ, y1)− Φ(x1, yµ)) ∩D ̸= ∅. Điều này mâu thuẫn, nên (x, y) ∈ {a ∈ X : gϕ(a, b) ⊂ Dc}. Ta
kết luận {a ∈ X : gϕ(a, b) ⊂ Dc} là đóng trong X .
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Cho Φ là ánh xạ đơn/đa trị từ E×F vào V , gΦ được xác định bởi (3.12) và D ∈ P(V ). Ta viết
Φ ∈ Tc(D) khi và chỉ khi

gΦ(a, b) ⊂ {w ∈ V : Dc + w ⊂ Dc} với (a, b) ∈ X ×X.

Mệnh đề 3.6. Cho f : E×F → V và 0 /∈ D ∈ P(V ), Φ : E×F ⇒ V định nghĩa bởi Φ = f+A
với A : E × F ⇒ V . Giả sử gf , xác định bởi (3.12), thỏa

gf (a, b) = Ψ(a, b) (h(a)− h(b)) với mọi a ∈ E × F, b ∈ E × F, (3.19)

ở đây h : E × F → V và Ψ : E × F → R+. Khi đó, gΦ là (0, Dc)-c.q.m nếu D ∈ D(V ) (t.ứ,
D ∈ Kc(V ), chú ý rằng Kc(V ) ⊂ D(V )) và A ∈ Tc(D).

Chứng minh. Trước tiên, với biểu diễn

0 = h(a1)− h(a2) + ...+ h(am)− h(a1) /∈ D ∀m-vòng tùy ý (a1, ..., am+1) ∈ Cm(X)

ta có ϕ ∈ C(0,Dc) ở đó, ϕ(a, b) = h(a) − h(b). Vì vậy, với bất kỳ (a1, ..., am+1) ∈ Cm(X), tồn tại
i ∈ {1, 2, ...,m} sao cho h(ai) − h(ai+1) ∈ Dc. Hơn nửa, nếu 0 /∈ D ∈ Kc(V ) và Ψ(ai, ai+1) ∈
R+, do A ∈ Tc(D), nên dẫn đến gΦ(ai, ai+1) = gf (ai, ai+1) + gA(ai, ai+1) ⊂ Dc. Vậy, gΦ ∈
C(0,Dc)(X, V ).

Ví dụ 3.7. Cho E,F là các không gian tô pô compact, C,D ∈ P(V ), A : E × F ⇒ V và
f : E×F → V . Giả sử rằng A ∈ Tc(D). Ta xem xét sự tồn tại điểm yên ngựa của hàm Φ = f+A.
Cụ thể: với V = R2, f(x, y) = (ξ(x), γ(y)), ở đây ξ : E → R là l.s.c và γ : F → R là u.s.c. Với
C = R2

+, D = {d = (d1, d2) ∈ R2 : d1 + d2 > 0} và A(a, b) = G ⊂ {(µ1, µ2) : µ1 + µ2 = 0} (G
là tập nào đó) với mọi (a, b) ∈ (E × F )× (E × F ) (như thế có (G−G) +Dc ⊂ Dc).

Rõ ràng là D ∈ D(V ), 0 ∈ Dc, Dc + gA(a, b) ⊂ Dc và
�
C = R2\{0} ⊂ D. Với a = (x, y); b =

(x1, y1) ta có

gf (a, b) = (ξ(x), γ(y1))− (ξ(x1), γ(y))

= (ξ(x),−γ(y))− (ξ(x1),−γ(y1))

điều này là có dạng (3.19) với h(x, y) = (ξ(x),−γ(y)) và Ψ(a, b) = 1. Thêm nữa,

LD
Φ (b) = {a ∈ E × F : gΦ(a, b) + gA(a, b) ⊂ Dc}

= {(x, y) ∈ E × F : (ξ(x)− ξ(x1),−γ(y) + γ(y1)) + (G−G) ⊂ Dc} .

Chú ý rằng, nếu c = (c1, c2) ∈ G − G thì c1 + c2 = 0. Vì vậy, a = (x, y) ∈ LD
Φ (b) nếu và chỉ nếu

ξ(x)− ξ(x1)− γ(y) + γ(y1) ≤ 0, nghĩa là, LD
Φ (b) = {a = (x, y) : ξ(x)− γ(y) ≤ ξ(x1)− γ(y1)}.

Do ξ là l.s.c và γ là u.s.c, ta thấy LD
Φ (b) là đóng với mọi b ∈ E × F . Bởi Mệnh đề 3.6 và Định lý

3.3, ta nhận được S(Φ,R2
+) ̸= ∅.

4. Kết luận

Trong bài báo này chúng tôi đã chứng minh vài điều kiện đủ cho sự tồn tại điểm yên ngựa của
ánh xạ đa trị nhận giá trị trong không gian vectơ tổng quát và không yêu cầu cấu trúc tô pô cũng
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như các giả thiết về tính chất lồi của tập sinh tiền thứ tự hay tính chất lồi của hàm mục tiêu. Bài viết
cũng đưa ra một vài công cụ để kiểm tra điều kiện đủ này và có ví dụ tổng quát để minh họa cho
kết quả.
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