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algorithm. The weak convergence of this algorithm was established 

based on some mild conditions on the control parameters. Therefore, 

the algorithm proposed in this study can effectively apply to monotone 

or pseudo-monotone variational inequalities in real Hilbert spaces. The 
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Ngày nhận bài:  29/12/2024 Bất đẳng thức biến phân là một chủ đề quan trọng trong giải tích phi 

tuyến nói chung và trong lý thuyết tối ưu nói riêng. Nhiều bài toán giải 

tích phi tuyến và lý thuyết tối ưu trong thực tiễn có thể được mô hình ở 

dạng bất đẳng thức biến phân. Hiện nay, chủ đề bất đẳng thức biến phân 

đang nhận được sự quan tâm của nhiều nhà khoa học trên thế giới và 

trong nước. Bài báo này nghiên cứu bất đẳng thức biến phân với ánh xạ 

giá giả đơn điệu (có thể không Lipschitz) trong không gian Hilbert thực. 
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bài toán này dựa trên thuật toán tìm kiếm theo tia và thuật toán chiếu 

tăng cường. Sự hội tụ yếu của thuật toán này được thiết lập dựa trên 

một số điều kiện nhẹ đặt lên các tham số điều khiển. Do đó, thuật toán 

được đề xuất trong nghiên cứu này có thể áp dụng hiệu quả cho các bất 

đẳng thức biến phân đơn điệu hoặc giả đơn điệu trong không gian 

Hilbet thực và trong các không gian khác. 
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1. Giới thiệu

Cho H là một không gian Hilbert thực, C ⊆ H là một tập con lồi, đóng, khác rỗng và F : H → H
là một toán tử phi tuyến. Khi đó bất đẳng thức biến phân tương ứng với toán tử giá F và tập ràng
buộc C được phát biểu như sau:

Tìm một phần tử u∗ ∈ Ω := V I(C,F), (1)

trong đó V I(C,F) = {u ∈ C : ⟨F(u), v − u⟩ ≥ 0, ∀v ∈ C}.
Nhiều bài toán trong nghiên cứu tác nghiệp và vật lý toán học có thể được viết dưới dạng bất đẳng

thức biến phân [1]-[5]. Việc giải các bất đẳng thức này là một lĩnh vực đang phát triển mạnh mẽ
trong giải tích phi tuyến. Đến nay, nhiều phương pháp đã được đề xuất, đặc biệt là các phương pháp
dạng chiếu (sử dụng phép chiếu mêtric trên tập chấp nhận được). Trong các bài toán tìm điểm yên
ngựa hoặc cân bằng Nash, để phương pháp chiếu đơn giản nhất (tương tự như phương pháp chiếu
gradient) hội tụ, điều kiện đơn điệu mạnh phải được thỏa mãn. Nếu điều kiện này không thỏa mãn,
một số cách tiếp cận khác có thể được áp dụng. Một trong số đó là điều chỉnh bài toán gốc để đạt
được tính chất yêu cầu. Sự hội tụ mà không cần điều chỉnh bài toán được cung cấp trong các phương
pháp gradient tăng cường lần đầu tiên được đề xuất bởi Korpelevich trong [6]-[9]. Một nhược điểm
rõ ràng của thuật toán, hạn chế việc sử dụng rộng rãi của nó, là hằng số Lipschitz của toán tử phải
được biết hoặc có thể ước lượng một cách đơn giản. Hơn nữa, trong nhiều bài toán, các toán tử có
thể không thỏa mãn điều kiện Lipschitz. Do đó, một trong những hướng nghiên cứu gần đây cho bất
đẳng thức biến phân là xây dựng các thuật toán mới không phụ thuộc vào giá trị Lipschitz của ánh
xạ giá hay tổng quát hơn là khi các ánh xạ giá không thỏa mãn điều kiện Lipschitz, đã thu hút sự
quan tâm của nhiều nhà toán học trong và ngoài nước(xem [6]-[9]).

Trong bài báo này, chúng tôi đề xuất một biến thể của thuật toán gradient tăng cường với bước
điều chỉnh động cho các bài toán bất đẳng thức biến phân với toán tử giá giả đơn điệu (có thể không
Lipschitz). Chúng tôi chứng minh tính hội tụ yếu của thuật toán đề xuất dựa trên một số điều kiện
nhẹ đặt lên các tham số điều khiển.

2. Cơ sở lý thuyết và các bổ đề nền tảng

Ta sử dụng các ký hiệu ⟨·, ·⟩, ∥ · ∥, → và ⇀ để ký hiệu tích vô hướng, chuẩn, sự hội tụ mạnh và hội
tụ yếu trên không gian Hilbert thực H.

Ta biết rằng với mỗi u ∈ H, tồn tại duy nhất một phần tử w ∈ C sao cho

∥u− w∥ = min
v∈C

∥u− v∥. (2)

Như vậy ta được một ánh xạ ProjC : H → C được xác định bởi ProjC(u) = w. Ánh xạ ProjC
được gọi là phép chiếu mêtric từ H lên C.
Định nghĩa 2.1. Một toán tử F : H → H được gọi là

(i) giả đơn điệu nếu
⟨F(v), u− v⟩ ≥ 0 suy ra ⟨F(u), u− v⟩ ≥ 0

với mọi u, v ∈ H;

(ii) liên tục yếu theo dãy nếu với mọi dãy {un} ⊂ H thỏa mãn un ⇀ u, thì ta có

F(un) ⇀ F(u).

Bổ đề 2.2. (xem [10]). Ta có các khẳng định dưới đây:

(i) ⟨u− ProjCu, v − ProjCu⟩ ≤ 0, ∀u ∈ H, v ∈ C;
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(ii) ∥ProjCu− v∥2 ≤ ∥u− v∥2 − ∥u− ProjCu∥2, ∀u ∈ H, v ∈ C;

Bổ đề 2.3. (xem [11]). Cho u, v ∈ H và s ≥ t > 0, khi đó bất đẳng thức sau đúng

∥u− ProjC(u− sv)∥
s

≤ ∥u− ProjC(u− tv)∥
t

.

.
Bổ đề 2.4. (xem [12]) . Cho F là một toán tử giả đơn điệu, liên tục trên H. Khi đó
u∗ ∈ V I(C,F) khi và chỉ khi

⟨Fu, u− u∗⟩ ≥ 0

với mọi u ∈ C.

Bổ đề 2.5. (xem [13]). Giả sử H1 và H2 là hai không gian Hilbert thực. Giả sử F : H1 → H2 liên
tục đều trên các tập con bị chặn của H1 và M là một tập con bị chặn của H1. Khi đó, F (M) là bị
chặn.

3. Kết quả

Thuật toán 3.1. Khởi tạo: Cho γ > 0, l ∈ (0, 1), η ∈ (0, 1). Đặt u1 ∈ H là bất kỳ.

Các bước lặp: Với un hiện tại, tính un+1 như sau:

• Bước 1. Tính:
vn = ProjC(un − ρnFun).

Nếu un = vn hoặc Fvn = 0, thì dừng lại và vn là một nghiệm của bài toán V I(C,F). Ngược
lại, thực hiện Bước 2.

• Bước 2. Tính:
un+1 = ProjLn

(un − ρnFvn),

trong đó
Ln = {u ∈ H | ⟨un − ρnFun − vn, u− vn⟩ ≤ 0},

trong đó ρn được xác định bởi ρn = γlmn với mn là số nguyên nhỏ nhất sao cho

γlmn⟨Fvn −Fun, vn − un+1⟩ ≤
η

2

(
∥un − vn∥2 + ∥vn − un+1∥2

)
. (3)

• Bước 3. Đặt n := n+ 1 và quay lại Bước 1.

Mệnh đề 3.2. Cho {un} là dãy được sinh bởi Thuật toán 3.1 và p ∈ VI(C,F ). Khi đó,

∥un+1 − p∥2 ≤ ∥un − p∥2 − (1− η)
(
∥un − vn∥2 + ∥un+1 − vn∥2

)
với mọi n ≥ 1.

Chứng minh. Theo Bổ đề 2.2 và định nghĩa của un+1, ta có

∥un+1 − p∥2 = ∥ProjLn
(un − ρnFvn)− p∥2

≤ ∥un − ρnFvn − p∥2 − ∥un − ρnFvn − un+1∥2

= ∥un − p∥2 + ρ2n∥Fvn∥2 − 2ρn⟨un − p,Fvn⟩ − ∥un − un+1∥2

− ρ2n∥Fvn∥2 + 2ρn⟨un − un+1,Fvn⟩
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= ∥un − p∥2 − ∥un − un+1∥2 + 2ρn⟨p− un+1,Fvn⟩
= ∥un − p∥2 − ∥un − un+1∥2 − 2ρn⟨vn − p,Fvn⟩+ 2ρn⟨vn − un+1,Fvn⟩.

Do p ∈ V I(C,F) nên ⟨Fp, v − p⟩ ≥ 0, ∀v ∈ C. Do tính giả đơn điệu của F , ta có
⟨Fv, v − p⟩ ≥ 0, ∀v ∈ C. Vì vn ∈ C, nên ta thu được ⟨Fvn, vn − p⟩ ≥ 0. Từ đó, suy ra

∥un+1 − p∥2 ≤ ∥un − p∥2 − ∥un − un+1∥2 + 2ρn⟨vn − un+1,Fvn⟩
= ∥un − p∥2 − ∥un − vn + vn − un+1∥2 + 2ρn⟨vn − un+1,Fvn⟩
= ∥un − p∥2 − ∥un − vn∥2 − ∥vn − un+1∥2

− 2⟨un − vn, vn − un+1⟩+ 2ρn⟨vn − un+1,Fvn⟩
= ∥un − p∥2 − ∥un − vn∥2 − ∥vn − un+1∥2 + 2⟨vn − un + ρnFvn, un − un+1⟩
= ∥un − p∥2 − ∥un − vn∥2 − ∥vn − un+1∥2 + 2⟨un − ρnFun − vn, un+1 − un⟩
+ 2ρn⟨Fvn −Fun, vn − un+1⟩.

Do un+1 ∈ Ln, ta có
⟨un − ρnFun − vn, un+1 − vn⟩ ≤ 0,

điều này dẫn đến

∥un+1 − p∥2 ≤ ∥un − p∥2 − ∥un − vn∥2 − ∥vn − un+1∥2 + 2ρn⟨Fvn −Fun, vn − un+1⟩
≤ ∥un − p∥2 − ∥un − vn∥2 − ∥vn − un+1∥2 + η[∥un − vn∥2 + ∥vn − un+1∥2]
= ∥un − p∥2 − (1− η)∥un − vn∥2 − (1− η)∥vn − un+1∥2

= ∥un − p∥2 − (1− η)(∥un − vn∥2 + ∥un+1 − vn∥2).

Mệnh đề được chứng minh.

Định lý 3.3. Dãy {un} xác định bởi Thuật toán 3.1 hội tụ yếu về một nghiệm của Bài toán V I(C,F).

Chứng minh. Lấy p ∈ V I(C,F). Khi đó, từ Mệnh đề 3.2, ta có {∥un − p∥} đơn điệu giảm và bị
chặn dưới bởi 0. Suy ra tồn tại giới hạn hữu hạn limn→∞ ∥un − p∥. Lại từ Mệnh đề 3.2 , ta có

(1− η)(∥un − vn∥2 + ∥un+1 − vn∥2) ≤ ∥un − p∥2 − ∥un+1 − p∥2 → 0,

điều này dẫn đến

lim
n→∞

∥un − vn∥ = 0, (4)

lim
n→∞

∥un+1 − vn∥ = 0.

Từ Mệnh đề 3.2 , suy ra dãy {un} bị chặn và do đó tồn tại một dãy con {unk
} hội tụ yếu về một

phần tử u∗. Từ (4), suy ra vnk
hội tụ yếu về u∗. Vì {vn} ⊂ C và C là tập đóng yếu nên u∗ ∈ C.

Từ vnk
= ProjC(unk

− ρnk
Funk

), ta có

⟨unk
− ρnk

Funk
− vnk

, u− vnk
⟩ ≤ 0, ∀u ∈ C,

điều này suy ra
1

ρnk

⟨unk
− vnk

, u− vnk
⟩ ≤ ⟨Funk

, u− vnk
⟩, ∀u ∈ C,
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hoặc tương đương với

1

ρnk

⟨unk
− vnk

, u− vnk
⟩+ ⟨Funk

, vnk
− unk

⟩ ≤ ⟨Funk
, u− unk

⟩, ∀u ∈ C. (5)

Tiếp theo, ta chỉ ra

lim inf
k→∞

⟨Funk
, u− unk

⟩ ≥ 0. (6)

Chúng ta xét hai trường hợp có thể xảy ra như sau:
Trường hợp 1: Giả sử lim infk→∞ ρnk

> 0. Vì {un} là một dãy bị chặn và F liên tục đều trên các
tập con bị chặn của H, nên theo Bổ đề 2.4, suy ra {Funk

} bị chặn. Trong (5) cho k → ∞, ta nhận
được

lim inf
k→∞

⟨Funk
, u− unk

⟩ ≥ 0.

Trường hợp 2: Giả sử lim infk→∞ ρnk
= 0. Đặt

tnk
= ProjC(unk

− ρnk
l−1Funk

).

Vì ρnk
l−1 > ρnk

, theo Bổ đề 2.3, ta có

∥unk
− tnk

∥ ≤ 1

l
∥unk

− vnk
∥ → 0, khi k → ∞.

Do đó, tnk
⇀ u∗. Từ đó suy ra {tnk

} là một dãy bị chặn. Lưu ý rằng F là ánh xạ liên tục đều trên
tập con bị chặn của H, nên ta có

∥Funk
−Ftnk

∥ → 0, khi k → ∞. (7)

Từ (3), ta có

ρnk
l−1

[
⟨F ProjC(unk

− ρnk
l−1Funk

)−Funk
,ProjC(unk

− ρnk
l−1Funk

)− unk+1⟩
]

>
η

2

[
∥unk

− ProjC(unk
− ρnk

l−1Funk
)∥2 + ∥ProjC(unk

− ρnk
l−1Funk

)− unk+1∥2
]
,

điều này suy ra

ρnk
l−1∥F ProjC(unk

− ρnk
l−1Funk

)−Funk
∥∥ProjC(unk

− ρnk
l−1Funk

)− unk+1∥
> η∥unk

− ProjC(unk
− ρnk

l−1Funk
)∥∥ProjC(unk

− ρnk
l−1Funk

)− unk+1∥.

Vì vậy ta thu được

ρnk
l−1∥F ProjC(unk

− ρnk
l−1Funk

)−Funk
∥ > η∥unk

− ProjC(unk
− ρnk

l−1Funk
)∥,

điều này suy ra

1

η

∥∥F ProjC
(
unk

− ρnk
l−1Funk

)
−Funk

∥∥ >

∥∥unk
− ProjC

(
unk

− ρnk
l−1Funk

)∥∥
ρnk

l−1
. (8)

Từ (7) và (8), ta có

lim
k→∞

∥∥unk
− ProjC

(
unk

− ρnk
l−1Funk

)∥∥
ρnk

l−1
= 0.
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Mặt khác, theo định nghĩa của tnk
và đặc trưng của phép chiếu mêtric, ta có〈

unk
− ρnk

l−1Funk
− tnk

, u− tnk

〉
≤ 0, ∀u ∈ C.

Suy ra

1

ρnk
l−1

⟨unk
− tnk

, u− tnk
⟩+ ⟨Funk

, tnk
− unk

⟩ ≤ ⟨Funk
, u− unk

⟩ , ∀u ∈ C. (9)

Cho k → ∞ trong (9), ta có
lim inf
k→∞

⟨Funk
, u− unk

⟩ ≥ 0.

Do đó, bất đẳng thức (6) được thỏa mãn. Ta quan sát

⟨Fvnk
, u− vnk

⟩ = ⟨Fvnk
−Funk

, u− unk
⟩+ ⟨Funk

, u− unk
⟩+ ⟨Fvnk

, unk
− vnk

⟩ . (10)

Do tính liên tục đều của F trên H và limk→∞ ∥unk
− vnk

∥ = 0, ta có

lim
k→∞

∥Funk
−Fvnk

∥ = 0.

Từ (6) và (10), ta có

lim inf
k→∞

⟨Fvnk
, u− vnk

⟩ ≥ 0.

Tiếp theo, ta chứng minh rằng u∗ ∈ V I(C,F). Thực vậy, ta chọn một dãy số {ϵk} dương, giảm
dần về 0. Với mỗi k, ký hiệu Nk là số nguyên dương nhỏ nhất sao cho〈

Fvnj , u− vnj

〉
+ ϵk ≥ 0, ∀j ≥ Nk.

Hơn nữa, với mỗi k, từ định nghĩa của {vNk
} ta có FvNk

̸= 0. Đặt

wNk
=

FvNk

∥FvNk
∥2

.

Ta có ⟨FvNk
, wNk

⟩ = 1 với mỗi k và

⟨FvNk
, u+ ϵkwNk

− vNk
⟩ ≥ 0.

Do tính giả đơn điệu của F , ta suy ra

⟨F (u+ ϵkwNk
) , u+ ϵkwNk

− vNk
⟩ ≥ 0,

dẫn đến

⟨Fu, u− vNk
⟩ ≥ ⟨Fu−F (u+ ϵkwNk

) , u+ ϵkwNk
− vNk

⟩ − ϵk ⟨Fu,wNk
⟩ . (11)

Tiếp theo, ta chứng minh rằng limk→∞ ϵkwNk
= 0. Thực vậy, vì vNk

⇀ u∗ khi k → ∞ và F
liên tục yếu theo dãy trên C, nên ta suy ra {Fvnk

} hội tụ yếu về Fu∗. Ta có Fu∗ ̸= 0. Do đó, từ
tính nửa liên tục dưới của chuẩn, ta có

0 < ∥Fu∗∥ ≤ lim inf
k→∞

∥Fvnk
∥.
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Từ {vNk
} ⊂ {vnk

} và ϵk → 0 khi k → ∞, ta có

0 ≤ lim sup
k→∞

∥ϵkwNk
∥ = lim sup

k→∞

(
ϵk

∥Fvnk
∥

)
≤ lim supk→∞ ϵk

lim infk→∞ ∥Fvnk
∥
= 0.

Suy ra limk→∞ ϵkwNk = 0. Cho k → ∞, vế phải của (11) tiến về 0 do F là liên tục đều, {uNk },
{wNk } bị chặn và limk→∞ ϵkwNk = 0. Do đó, ta có 

 lim inf ⟨F u, u − vNk ⟩ ≥ 0. 
 k→∞ 

Do đó, với mọi u ∈ C, ta có 

 ⟨F u, u − u∗⟩ = lim ⟨F u, u − vNk ⟩ = lim inf⟨F u, u − vNk ⟩ ≥ 0. 
 k→∞ k→∞ 

Từ Bổ đề 2.4, ta có u∗ ∈ V I(C, F ). 
 Bây giờ ta sẽ chỉ ra u∗ là điểm tụ yếu duy nhất của dãy {un} hay un ⇀ q. Thật vậy, giả sử v∗ 

cũng là một điểm tụ yếu của {un}. Khi đó, tồn tại một dãy con {unl
} của {un} sao cho unl ⇀ v∗. 

Lập luận tương tự như trên, ta nhận được v∗ ∈ V I(C, F ). Từ 

 2⟨un, u∗ − v∗⟩ = ∥un − u∗∥2 − ∥un − v∗∥2 − ∥u∗∥2 − ∥v∗∥2 

suy ra tồn tại giới hạn hữu hạn limn→∞⟨un, u∗ − v∗⟩ = l. Do đó, khi thay {un} bởi {unk } và {unl }, 
ta nhận được 

 ⟨u∗, u∗ − v∗⟩ = ⟨v∗, u∗ − v∗⟩. 

Điều này tương đương với ∥u∗ − v∗∥2 = 0 hay u∗ = v∗. Do vậy, dãy {un} có duy nhất một điểm tụ 
yếu là u∗ và do đó un ⇀ u∗. 
Định lý được chứng minh. 

4. Kết luận 

Bài báo này đề xuất và nghiên cứu một thuật toán để xấp xỉ nghiệm của bất đẳng thức biến phân với 
ánh xạ giá giả đơn điệu trong không gian Hilbert thực. Sự hội tụ yếu của thuật toán được thiết lập 
trong Định lý 3.3 dựa trên một số điều kiện nhẹ của các tham số điều khiển. Do tính tự thích nghi, 
nên thuật toán đề xuất có thể áp dụng hiệu quả cho các lớp bất đẳng thức biến phân đơn điệu hay 
giả đơn điệu (có thể không Lipschitz). 
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