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TÓM TẮT 
Trong bài báo này, chúng tôi phát triển lý thuyết ổn định cho phương trình động lực 

ẩn trên thang thời gian. Đây là dạng tổng quát của phương trình vi phân đại số và 

phương trình sai phân ẩn. Cụ thể, ta nghiên cứu định lý Bohl-Perron cho phương 

trình động lực ẩn trên thang thời gian. Chúng tôi chỉ ra được mối liên hệ giữa tính 

bị chặn của nghiệm của phương trình động lực ẩn không thuần nhất với tính ổn định 

của phương trình thuần nhất tương ứng. 

Từ khóa: Định lý Bohl-Perron; Tính ổn định; Phương trình động lực ẩn; Thang 

thời gian. 
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ABSTRACT 
In this paper, we develop a stability theory for implic it dynamic equations which is 

a general form of differential algebraic equations and implicit difference equations. 

Specifically, we investigate Bohl-Perron type stability theorems for implicit dynamic 

equations on the time scales. We show the relation between the boundedness of the 

solution of the nonhomogeneous implicit dynamic equation and the stability of the 

corresp onding homogeneous equation. 
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1 Giới thiệu

Như chúng ta đã biết, bài toán về tính ổn
định có vai trò rất quan trọng trong toán học
và ứng dụng. Việc tìm ra các điều kiện để hệ
thống vẫn hoạt động ổn định dưới tác động
của nhiễu là bài toán có ý nghĩa lớn. Để đo
tính ổn định vững, người ta tiến hành các thử
nghiệm và hy vọng rằng nếu với đầu vào tốt
hơn, thì đầu ra sẽ đáp ứng một số thuộc tính
mong muốn và hệ thống của chúng ta vẫn ổn
định mũ.

Vào đầu thế kỷ 20, Bohl, và sau đó là Per-
ron đã xét bài toán trên cho phương trình
vi phân thường. Sau đó định lý ổn định kiểu
Bohl-Perron cũng áp dụng cho phương trình
sai phân trong [1,8], phương trình sai phân có
trễ trong [2,4] và cho phương trình sai phân ẩn
trong [6,7]. Do đó, rất có ý nghĩa khi bài toán
này được giải quyết cho một phương trình ẩn
trên thang thời gian tổng quát. Trong bài báo
này, ta sẽ nghiên cứu định lý ổn định kiểu
Bohl-Perron cho một lớp phương trình động
lực ẩn có dạng

Eσ(t)x∆(t) = A(t)x(t), t ≥ a, t ∈ T (1.1)

ở đó E(·), A(·) là các hàm ma trận liên tục
định nghĩa trên T ∩ [a,∞), lấy giá trị trong
Rn×n và Eσ(t) được giả thiết là suy biến t ≥ a.
Nếu (1.1) chịu nhiễu q(t), ta có phương trình
không thuần nhất

Eσ(t)x∆(t) = A(t)x(t) + q(t). (1.2)

2 Kiến thức chung

Thang thời gian T là một tập con đóng khác
rỗng của R. Trên thang thời gian T ta trang
bị tô pô được cảm sinh từ tô pô chuẩn tắc
trên đường thẳng thực R.

Trên T, ta định nghĩa toán tử nhảy tiến
σ(t) = inf{s ∈ T : s > t}, và toán tử nhảy
lùi ρ(t) := sup{s ∈ T : s < t}, t ∈ T.

Hàm hạt µ : T → R+ được xác định bởi
µ(t) = σ(t) − t, t ∈ T. Điểm t ∈ T được
gọi là cô lập phải nếu σ(t) > t; là trù mật
phải nếu σ(t) = t và cô lập trái nếu ρ(t) < t,
trù mật trái nếu ρ(t) = t.

Với mọi x, y ∈ T, ta định nghĩa các phép toán
trên thang thời gian

phép cộng ⊕: x⊕ y := x+ y + µ(t)xy;

phép trừ 	: x	 y :=
x− y

1 + µ(t)y
;

Hàm số f : T → R được gọi chính quy,
nếu tồn tại các giới hạn phải tại các điểm
trù mật phải và giới hạn trái tại các điểm
trù mật trái. Hàm f là rd-liên tục nếu nó
liên tục tại các điểm trù mật phải của T
và tồn tại giới hạn trái tại các điểm trù
mật trái. Tập các hàm rd-liên tục ký hiệu là
Crd(T,R). Hàm f được gọi là hồi quy (dương)
nếu 1 + µ(t)p(t) 6= 0(1 + µ(t)p(t) > 0), t ∈ T.
Ký hiệu R = R(T,R) (R+ = R+(T,R)) là
tập các hàm hồi quy (hồi quy dương).

Định nghĩa 2.1 (∆-Đạo hàm). Hàm số f :
T → Rd được gọi là có ∆-đạo hàm tại t nếu
tồ tại véc tơ f∆(t) sao cho với mọi ε > 0, tồn
tại δ > 0 sao cho

‖f(σ(t))−f(s)−f∆(t)(σ(t)− s)‖ ≤ ε|σ(t)− s|

thỏa mãn với mọi s ∈ (t− δ, t+ δ)∩T. Khi đó
f∆(t) được gọi là ∆-đạo hàm của f tại t.

Định lý 2.2. [3] Cho p ∈ R và t0 ∈ T, khi đó
nghiệm duy nhất của bài toán giá trị ban đầu

y∆(t) = p(t), y(t0) = 1

trên T là hàm mũ ep(t, t0).

Bổ đề 2.3. [3] [Bất đẳng thức Gronwall-
Bellman] Cho τ ∈ T, u, b ∈ Crd, u0 ∈ R và
b(t) ≥ 0 với mọi t ≥ τ . Khi đó, nếu

u(t) ≤ u0 +

∫ t

τ
b(s)u(s)∆s, với mọi t ≥ τ,

thì ta có u(t) ≤ u0eb(t, τ) với mọi t ≥ τ.
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3 Tính giải được của hệ động
lực ẩn

Lấy a ∈ T cố định. Ta xét hệ động lực ẩn
tuyến tính trên thang thời gian T,

Eσ(t)x∆(t) = A(t)x(t) + q(t), t ≥ a, (3.1)

với E,A là các ma trân như đã xét ở mục 1.
Giả sử rank E(t) = r, 1 ≤ r < n, với mọi
t ∈ Ta, và q : Ta → Rn là hàm liên tục. Giả
sử ker E(t) trơn theo nghĩa là tồn tại phép
chiếu Q(t) lên ker E(t) sao cho Q(t) là khả vi
liên tục với mọi t > a và liên tục trên Ta. Với
P (t) = I − Q(t), khi đó, phương trình (3.1)
được viết lại dưới dạng

Eσ(t)(Px)∆(t) = A(t)x(t) + q(t), (3.2)

với A := A+ EσP
∆ ∈ Lloc

∞ (T;Rn×n).

Cho T : Ta → Gl(Rn) là một hàm liên tục sao
cho T |ker Eσ là một đẳng cấu giữa ker Eσ và
ker E. Ký hiệu

G := Eσ −ATQσ và S := {x : Ax ∈ im Eσ}.

Bổ đề 3.1. Các mệnh đề sau là tương đương,

i) S ∩ ker E = {0};

ii) G không suy biến;

iii) Rn = S ⊕ ker E.

Chứng minh Xem [5. Lemma 2.1].

Giả sử ma trận G không suy biến, khi đó ta
có bổ đề sau.

Bổ đề 3.2. Ta có các mối liên hệ sau:

i) Pσ = G−1Eσ;

ii) G−1ATQσ = −Qσ;

iv) Nếu Q̂ là phép chiếu trên ker E thì

PσG
−1A = PσG

−1AP̂ ,

QσG
−1A = QσG

−1AP̂ − T−1Q̂.

Chứng minh Chứng minh tương tự
Lemma 2.2 [5].

Bổ đề 3.3. PσG−1, TQσG
−1 không phụ thuộc

vào cách chọn T và Q.

Chứng minh Gọi Q′ là các phép chiếu lên
ker A và T ′ ∈ Gl(Rd) sao cho T ′ |ker Eσ là
một đẳng cấu giữa ker Eσ và ker E. Ta sẽ
chứng minh

TQσG
−1 = T ′Q′σG

′−1 with G′ = Eσ−AT ′Q′σ.
Thật vậy, ta có

TQσG
−1G′ = TQσG

−1(Eσ −AT ′Q′σ)

= TQσG
−1AT ′Q′σ = T ′Q′σ.

Vậy, TQσG−1 = T ′Q′σG
′−1. Tương tự ta cũng

có PσG−1 = PσG
′−1. Bổ đề được chứng minh.

Ý nghĩa 3.4. Các bổ đề trên có vai trò rất
lớn trong việc giải được phương trình động lực
ẩn. Nó giúp ta phân rã 3.2 và đưa nó về một
phương trình động lực thường và một quan
hệ đại số. Điều này giúp ta dễ dàng hơn trong
việc biểu diễn nghiệm của 3.2.

Định nghĩa 3.5. Phương trình động lực ẩn
(3.1) được gọi là có chỉ số 1 mềm (gọi tắt là
chỉ số 1) trên T nếu G(t) khả nghịch với mọi
t ∈ T.
Cho J ⊂ T. Ký hiệu

C1(J,Rn) := {x(·) ∈ Crd(J,Rn) : P(t)x(t) là

khả vi−∆ với mọi t ∈ J.}

Ta chú ý rằng nghiệm x(·) của (3.1) là phần
tử của C1(J,Rn). Ở đó x(·) là không khả vi-
∆. Do đó chúng ta hiểu rằng biểu diễn Eσx∆

có nghĩa là Eσ((Px)∆ − P∆x).

Nhân hai vế của (3.2) với PσG−1, QσG−1 và
đặt u = Px and v = Qx, ta được

u∆ = (P∆ + PσG
−1A)u+ PσG

−1q, (3.3)

v = TQσG
−1Au+ TQσG

−1q. (3.4)
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Ta có x = u + v, với u có thể tìm từ (3.3),
sau đó dùng (3.4) để tính được v. Từ đó ta
thấy, ta chỉ cần đặt ra điều kiện đầu cho (3.3)
u(t0) = P (t0)x0, t0 ≥ a, hay

P (t0)(x(t0)− x0) = 0, x0 ∈ Rn. (3.5)

Bổ đề 3.6. Mọi nghiệm u(t) của phương
trình (3.3) xuất phát từ im P (t0) thì vẫn trong
im P (t) với mọi t ∈ Tt0.

Chứng minh Thật vậy, nhân hai vế của
phương trình (3.3) với Qσ ta được Qσu∆ =
QσP

∆u. Từ đó suy ra (Qu)∆ = Q∆Qu. Vậy,
nếu Q(t0)u(t0) = 0 thì Q(t)u(t) = 0 với
mọi t ∈ Tt0 . Do đó u(t) = P (t)u(t) hay
u(t) ∈ im P (t). Ta có điều cần chứng minh.
Giả sử Φ(t, s) là toán tử Cauchy sinh ra bởi
hệ thuần nhất

Eσ(t)x∆(t) = A(t)x(t). (3.6)

Khi đó với mọi t ≥ s ≥ a, ta có{
Eσ(t)Φ∆(t, s) = A(t)Φ(t, s),

P (s)(Φ(s, s)− I) = 0.

Gọi Φ0(t, s) là toán tử Cauchy của (3.3)

Φ∆
0 (t, s) = (P∆ + PσG

−1A(t))Φ0(t, s), (3.7)

với Φ0(s, s) = I. Từ (3.3) và (3.4), ta có

Φ(t, s) = P̃ (t)Φ0(t, s)P (s), (3.8)

với P̃ = I + TQσG
−1A.

Ký hiệu x(·, t0, x0) là nghiệm duy nhất của hệ
(3.1) với điều kiện đầu

P (x(t0, t0, x0)− x0) = 0. (3.9)

Theo công thức biến thiên hằng số ta có

x(t) = Φ(t, t0)P (t0)x0

+

∫ t

t0

Φ(t, σ(s))Pσ(s)G−1(s)q(s)∆s

+ T (t)Qσ(t)G−1(t)q(t). (3.10)

4 Định lý kiểu Bohl-Perron
cho hệ động lực ẩn

Mục đích của nội dung này là chứng minh
định lý Bohl-Perron cho hệ động lực ẩn tuyến
tính. Ở đó ta xem xét mối quan hệ giữa tính
bị chặn của nghiệm của phương trình (3.1)
với tính ổn định của phương trình thuần nhất
tương ứng (3.6).

Theo cách giải phương trình (3.1), ta thấy
hàm q được tách thành hai thành phần
PσG

−1q và TQσG−1q. Do đó, với bất kỳ t0 ∈
Ta ta xét q như là một phần tử của tập hợp

L(t0) = {q ∈ C ([t0,∞],Rn) :

sup
t≥t0
‖T (t)Qσ(t)G−1(t)q(t)‖ <∞

and sup
t≥t0
‖Pσ(t)G−1(t)q(t)‖ <∞}.

Dễ thấy L(t0) là một không gian Banach với
chuẩn

‖q‖ = sup
t≥t0

(
‖Pσ(t)G−1(t)q(t)‖

+ ‖T (t)Qσ(t)G−1(t)q(t)‖
)
.

Giả sử x(t, s, q) là nghiệm của phương trình
(3.1) kết hợp với q(t) và có điều kiện đầu
P (s)x(s, s) = 0. Để đơn giản, ta có thể viết
x(t, s) hoặc x(t) thay vì x(t, s, q).

Bổ đề 4.1. Nếu với mọi hàm q(·) ∈ L(t0),
nghiệm x(·, t0) của bài toán Cauchy (3.1) với
điều kiện ban đầu P (t0)x(t0, t0) = 0 bị chặn,
khi đó với mọi t1 ≥ t0, tồn tại k > 0, không
phụ thuộc vào t1, sao cho

sup
t≥t1
‖x(t, t1)‖ ≤ k‖q‖. (4.1)

Chứng minh

Trước hết ta định nghĩa họ toán tử {Vt}t≥t0
như sau

Vt : L(t0) −→ Rn

q 7−→ Vt(q) = x(t, t0).
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Theo giả thiết của bổ đề, ta có sup
t≥t0
‖Vtq‖ <∞

với mọi q ∈ L(t0). Sử dụng nguyên lý bị chặn
đều, tồn tại hằng số k > 0 sao cho

sup
t≥t0
‖x(t, t0)‖ = ‖Vtq‖ ≤ k‖q‖, (4.2)

với mọi t ≥ t0. Gọi q là một hàm cho trước
thuộc L(t1), ta xây dựng hàm q như sau:

qt = 0, nếu t < t1 và q(t) = q(t) nếu t ≥ t1.

Dễ thấy q(t) ∈ L(t0). Theo công thức biến
thiên hằng số, với mọi t ≥ t1, ta có

x(t, t0, q) =

∫ t

t0

Φ(t, σ(τ))Pσ(τ)G−1(τ)q(τ)dτ

+ T (t)Qσ(t)G−1(t)q(t)

=

∫ t

t1

Φ(t, σ(τ))Pσ(τ)G−1(τ)q(τ)dτ

+ T (t)Qσ(t)G−1(t)q(t).

Từ đó suy ra x(t, t0, q) = x(t, t1, q) với mọi
t ≥ t1. Kết hợp với (4.2) ta nhận được

sup
t≥t1
‖x(t, t1, q)‖ = sup

t≥t0
‖x(t, t0, q)‖

≤ k‖q‖ = k‖q‖.

Định lý được chứng minh.

Định lý 4.2. Mọi nghiệm của bài toán
Cauchy (3.1) với liên kết q ∈ L(t0) và điều
kiện ban đầu P (t0)x(t0) = 0, là bị chặn, khi
và chỉ khi phương trình động lực ẩn chỉ số một
(3.6) là ổn định mũ.

Chứng minh

Điều kiện cần. Trước hết, ta chứng minh
nếu mọi nghiệm của phương trình (3.1) với
điều kiện ban đầu P (t0)x(t0) = 0, với liên kết
q ∈ L(t0), là bị chặn thì phương trình (3.6) sẽ
ổn định mũ.

Lấy giá trị bất kỳ t1 ≥ t0, đặt χ(t) =
‖Φ(σ(t), t1)‖, t ≥ t1. Khi đó với bất kỳ y ∈

Rn, ta xét hàm số

q(t) =
Eσ(t)Φ(σ(t), t1)y

χ(t)
, t ≥ t1.

Dễ dàng chỉ ra được

Pσ(t)G−1(t)q(t) = Pσ(t)
Φ(σ(t), t1)

χ(t)
y,

suy ra

‖T (t)Qσ(t)G−1(t)q(t) = 0‖,
‖Pσ(t)G−1(t)q(t)‖ ≤ K0‖y‖.

Vậy, q ∈ L(t1) và

‖q‖ = sup
t≥t1

(
‖Pσ(t)G−1(t)q(t)‖

+ ‖T (t)Qσ(t)G−1(t)q(t)‖
)
≤ K0‖y‖.

Hơn nữa,

x(t, t1) =

∫ t

t1

Φ(t, σ(τ))Pσ(τ)G−1(τ)q(τ)∆τ

+ T (t)Qσ(t)G−1(t)q(t)

=

∫ t

t1

Φ(t, σ(τ))Pσ(τ)
Φ(σ(τ), t1)y

χ(τ)
∆τ

=

∫ t

t1

Φ(t, t1)y

χ(τ)
∆τ.

Đặt Ψ(t) =

∫ t

t1

1

χ(τ)
∆τ > 0, ta có

x(t, t1) = Φ(t, t1)Ψ(t)y. (4.3)

Theo Bổ đề 4.1, ta nhận được

‖x(t)‖ = ‖Φ(t, t1)Ψ(t)y‖
= ‖Φ(t, t1)y‖Ψ(t) ≤ k‖q‖ ≤ kK0‖y‖,

từ đó suy ra

‖Φ(t, t1)‖ ≤ k

Ψ(t)
, (4.4)

ở đó k = kK0. Mặt khác,

1

Ψ∆(t)
= χ(t) = ‖Φ(σ(t), t1)‖ ≤ k

Ψ(σ(t))
.
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Hay

Ψ∆(t) ≥ 1

k
Ψ(σ(t)).

Khi đó, ta nhận được

Ψ(t) ≥ Ψ(c)e	
(
− 1
k

)(t, c),

với mọi t ≥ c. Do vậy, theo (4.4) ta có

‖Φ(σ(t), t1)‖ ≤ k

Ψ(c)
e− 1

k

(σ(t), c).

với mọi t ≥ c. Do đó, với mọi t > c thì

‖Φ(t, t1)‖ ≤ k

Ψ(c)
e− 1

k

(t, c)

=
k

Ψ(c)e− 1
k

(c, t1)
e− 1

k

(t, t1).

Đặt α =
1

k
, N1 =

k

Ψ(c)e− 1
k

(c, t1)
và

N = max

{
N1, max

t1≤t≤c

‖Φ(t, t1)‖
e−α(t, t1)

}
,

ta nhận được điều cần chứng minh

‖Φ(t, t1)‖ ≤ Ne−α(t, t1) for t ≥ t1.

Điều kiện đủ.Để chứng minh điều kiện cần,
ta sẽ chỉ ra rằng nếu (3.6) ổn định mũ thì tất
cả các nghiệm của bài toán Cauchy (3.1) với
điều kiện ban đầu P (t0)x(t0) = 0, với liên kết
q(t) trong L(t0) là bị chặn.

Với q ∈ L(t0), ta giả sử

sup
t≥t0
‖Pσ(t)G−1(t)q(t)‖ = C1,

sup
t≥t0
‖T (t)Qσ(t)G−1(t)q(t)‖ = C2.

Sử dụng công thức (3.10), ta được

‖x(t)‖ ≤
∫ t

t0

‖Φ(t, σ(τ))PσG
−1q(τ)‖∆τ

+ ‖TQσG−1q(t)‖

≤MC1

∫ t

t0

e−α(t, σ(τ))∆τ + C2.

Vì e−α(t, σ(τ )) = e−α(t, t0)e	(−α)(σ(τ ), t0), 
ta suy ra 

‖x(t)‖ ≤ M C1e−α(t, t0)

∫
t
e
0

t

	(−α)(σ(τ ), t0)∆τ+C2. 

Theo quy tắc L’Hôspital áp dụng cho thang 
thời gian ta có 

 t
lim
→∞

e−α(t, t0) 
∫
t0

t 

e	(−α)(σ(τ ), t0)∆τ 

 = lim 

∫
t
t

0 
e	(−α)(σ(τ ), t0)∆τ 

 t→∞ e	(−α)(t, t0)

 = lim 
e	(−α)(σ(t), t0) 

= 
1 
. 

 t→∞ 	(−α)e	(−α)(t, t0) α 

Do dó, 
t
sup
≥t0 

∫
t0

t 

e−α(t, σ(τ ))∆τ < ∞, hay tồn 

tại hằng số M1 > 0 sao cho 

 ‖x(t)‖ ≤ M C1M1 + C2. 

Vậy, nghiệm của phương trình (3.1) là bị chặn. 
Ta có điều cần chứng minh. 

5 Kết luận 

Dựa trên các kết quả đã có về định lý ổn định 
dạng Bohl-Perron cho phương trình sai phân 
ẩn và phương trình vi phân đại số, trong bài 
báo này, chúng tôi đã đưa ra định lý Bohl- 
Perron cho các phương trình động ẩn tuyến 
tính. Một số bài toán mở được đặt ra sau khi 
hoàn thành đó là mở rộng định lý trên cho lớp 
các phương trình ẩn dạng phức tạp hơn. 
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