
TNU Journal of Science and Technology 226(07): 277 - 285 

 

http://jst.tnu.edu.vn                                                      277                                             Email: jst@tnu.edu.vn 

THE METHOD PROVING INEQUALITY BY USING TANGENTIAL CURVE 
 

Le Anh Tuan* 
Ha Noi University of Industry 
 

ARTICLE INFO ABSTRACT 

Received:  04/12/2000 Inequality and related problems is a growing problem that attracts the 

attention of many people studying primary mathematic. Inequality 

issues occupy an important position in elementary math and are used 

a lot in national and international exams for excellent students. We 

know there are many techniques and methods to prove the inequality. 

With the aim of developing methods and techniques to prove the 

inequality. In this paper, using the extended Jensen inequality, we 

develop the tangent method into the tangent curve method to prove 

some inequality problems under non-linear conditions. 

Revised:  28/5/2021 

Published:  31/5/2021 

KEYWORDS 

Inequality 

Tangential 

Curve 

Tangent 

Covex function 
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đẳng thức Jensen mở rộng, chúng tôi phát triển phương pháp tiếp 

tuyến thành phương pháp đường cong tiếp xúc để chứng minh một số 

bài toán bất đẳng thức với điều kiện không tuyến tính. 
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1 Phương pháp đường cong tiếp xúc

Nhiều bài toán trong thực tế dẫn đến việc chúng ta cần chứng minh các bất đẳng thức với
các điều kiện cho trước như bất đẳng thử sau.

n∑
i=1

f(xi) > nf(x0), (1)

trong đó x0, x1, x2, . . . , xn ∈ I, thỏa mãn điều kiện
∑n

i=1 l(xi) = n.l(x0) với l là một hàm phù
hợp nào đó.

Ngoài ra các bài toán dạng bất đẳng thức như trên được nghiên cứu, chứng minh bằng các
phương pháp khác nhau ([1],[2], [3], [4]).

Ngoài ra, có thể thấy rằng, nếu chọn f là hàm lồi, l(x) = x và x0 =

∑n
i=1 xi
n

thì bất đẳng thức

(1) nhận lại bất đẳng thức Jensen [5]. Phát triển của bất đẳng thức Jensen ta được khi ta tìm
một hàm g(x) = kx+m sao cho f(x) ≥ g(x) với mọi x nằm trong một khoảng nào đó chứa x0
và f(x0) = g(x0) ta được phương pháp chứng minh được gọi là phương pháp tiếp tuyến được
giới thiệu trong [6] và [7].

Trường hợp hàm f và l bất kì. Vấn đề cần quan tâm ở đây là tìm các hàm f(x), g(x) =
k.l(x) +m; giá trị x0 sao cho bất đẳng thức (1) đúng.
Về mặt hình học: Đồ thị của hàm y = f(x) sẽ luôn nằm trên đồ thị hàm số y = g(x) và tiếp
xúc với đồ thị hàm y = g(x) tại điểm có hoành độ x0. Việc tìm hàm g(x) như trên được gọi là
phương pháp đường cong tiếp xúc.

Định lý sau đây cho ta một điều kiện đủ để bất đẳng thức (1) đúng.

Định lý 1. Cho f và l là các hàm số xác định trên khoảng mở I. Giả sử rằng các hàm số f và
l khả vi tại điểm x0 ∈ I. Đặt

k =

{
0 khi l′(x0) = 0,
f ′(x0)
l′(x0)

khi l′(x0) 6= 0,
, m = f(x0)− kl(x0).

Nếu với mọi x ∈ I ta luôn có f(x) ≥ k.l(x) +m thì bất đẳng thức (1) là đúng cho hàm số f tại
x0.

Chứng minh. Từ giả thiết ta có

n∑
j=1

f(xi) ≥
n∑

j=1

(k.l(xj) +m)

= k
n∑

j=1

l(xi) +mn

= n(kl(x0) +m) = nf(x0),

điều này kéo theo bất đẳng thức (1).

Cũng theo Định lý 1, bất đẳng thức Jensen là đúng tại điểm x0 với một hàm f bất kì có thể
lồi hoặc không lồi, nhưng có đồ thị nằm trên tiếp tuyến tại điểm x0.

Vậy để sử dụng phương pháp này. Ta sẽ tìm hàm g(x) = kl(x) +m sao cho bất đẳng thức
(1) đúng. Trường hợp này đồ thị hàm y = g(x) sẽ tiếp xúc với đồ thị hàm y = f(x) tại điểm x0.
Sau đây là một số ví dụ áp dụng và các bài tập tương tự để thấy sư ưu việt của phương pháp
trên.
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Ví dụ 1. ([2]) Cho a, b, c, d, e là các số không âm thỏa mãn

1

4 + a
+

1

4 + b
+

1

4 + c
+

1

4 + d
+

1

4 + e
= 1.

Chứng minh rằng

a

4 + a2
+

b

4 + b2
+

c

4 + c2
+

d

4 + d2
+

e

4 + e2
≤ 1. (2)

Chứng minh. Xét hàm số

f(x) =
x

4 + x2
, g(x) =

k

4 + x
+m,

với x ≥ 0 và các số k và m thỏa mãn f(1) = g(1), f ′(1) = g′(1). Suy ra k = −3, m =
4

5
. Vì bất

đẳng thức
x

4 + x2
≤ 4

5
− 3

4 + x

tương đương với bất đẳng thức
(x− 1)2(x+ 1) ≥ 0

nên nó x ≥ 0. Ta có thể quan sát điều này thông qua hình vẽ sau
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Từ đó suy ra
a

4 + a2
+

b

4 + b2
+

c

4 + c2
+

d

4 + d2
+

e

4 + e2

≤ 4− 3
( 1

4 + a
+

1

4 + b
+

1

4 + c
+

1

4 + d
+

1

4 + e

)
= 1.

Bất đẳng thức này cho ta bất đẳng thức cần chứng minh.

2 Một số bài toán áp dụng

Bài 1. [3] Cho a, b, c và d là các số thực dương thỏa mãn a2 + b2 + c2 + d2 = 1. Chứng minh
rằng √

1− a+
√
1− b+

√
1− c+

√
1− d ≥

√
a+
√
b+
√
c+
√
d.

Chứng minh. Xét hàm số f(x) =
√
1− x −

√
x, g(x) = kx2 +m với x ∈ (0, 1). Chú ý rằng với

a = b = c = d =
1

2
thì bất đẳng thức trở thành đẳng thức. Ta tìm k,m thỏa mãn f

(1
2

)
= g
(1
2

)
và f ′

(1
2

)
= g′

(1
2

)
. Suy ra k,m thỏa mãn hệ phương trình0 =

k

4
+m

−
√
2 = k

.

Suy ra g(x) = −
√
2

(
x2 − 1

4

)
.

Ta chứng minh rằng với mọi x ∈ (0, 1)

√
1− x−

√
x ≥ −

√
2

(
x2 − 1

4

)
. (3)

Thật vậy, bất đẳng thức (3) tương đương với

1− 2x√
1− x+

√
x
≥ (1− 2x)(1 + 2x)

2
√
2

⇔ (1− 2x)(2
√
2− (1 + 2x)(

√
1− x+

√
x))

2
√
2(
√
1− x−

√
x)

≥ 0

⇔ (1− 2x)

(
2
√
2− (1 + 2x)

(
1− 2x√

1− x+
√
x
+ 2
√
x

))
≥ 0

⇔ (1− 2x)

(
2x− 1√

1− x+
√
x
(1 + 2x) + 2(

√
2−
√
x− 2x

√
x)

)
≥ 0

⇔ (1− 2x)

(
2x− 1√

1− x+
√
x
(1 + 2x) + 2(1−

√
2x)(
√
2x+

√
x+
√
2)

)
≥ 0

⇔ (1−
√
2x)2(1 +

√
2x)

(
2(
√
2x+

√
x+
√
2)− (1 +

√
2x)(1 + 2x)√

1− x+
√
x

)
≥ 0

⇔ (1−
√
2x)2(1 +

√
2x)

(
2(
√
2x+

√
x+
√
2)
√
1− x+

√
2x− 1

)
≥ 0,

bất đẳng thức cuối đúng với mọi x ∈ (0, 1) vì
√
2(
√
1− x+

√
x) ≥

√
2
√
1− x+ x =

√
2 > 1.
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Vậy bất đẳng thức (3) đúng. Áp dụng với x bẳng a, b, c, d ta được
√
1− a+

√
1− b+

√
1− c+

√
1− d−

√
a−
√
b−
√
c−
√
d

≥ −
√
2(a2 + b2 + c2 + d2 − 1) = 0.

Từ đó ta có điều phải chứng minh.

Bài 2. (Chetkovski, 2012: 187, bài toán 37) Cho a, b và c là các số thực dương thỏa mãn abc ≥ 1.
Chứng minh rằng (

a+
1

a+ 1

)(
b+

1

b+ 1

)(
c+

1

c+ 1

)
≥ 27

8
.

Chứng minh. Xét các hàm số f(x) = x +
1

1 + x
, g(x) = kxm với x > 0. Chú ý rằng với

a = b = c = 1 thì bất đẳng thức trở thành đẳng thức vì vậy ta tìm k,m thỏa mãn f(1) =

g(1), f ′(1) = g′(1). Suy ra k =
3

2
và m =

1

2
.

Ta chứng minh f(x) ≥ g(x) với mọi x > 0. Thậy vậy

x+
1

1 + x
≥ 3

2
x

1
2 ⇔ (

√
x− 1)2(2x+

√
x+ 2) ≥ 0.

Bất đẳng thức sau đúng với mọi x > 0. Áp dụng với x bằng a, b, c ta được(
a+

1

a+ 1

)(
b+

1

b+ 1

)(
c+

1

c+ 1

)
≥ 27

8

√
abc ≥ 27

8
.

Bất đẳng thức được chứng minh.

Bài 3. [3] Cho a, b và c là các số thực dương thỏa mãn ab+ bc+ ca = 3. Chứng minh rằng

(a7 − a4 + 3)(b5 − b2 + 3)(c4 − c+ 3) ≥ 27.
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Chứng minh. Xét các hàm số f1(x) = x7 − a4 + 3, f2(x) = x5 − b2 + 3, f3(x) = x4 − x2 + 3,
g1(x) = k1x

3 + m1, g2(x) = k2x
3 + m2, g3(x) = k3x

3 + m3 với x > 0. Chú ý rằng với a =
b = c = 1 thì bất đẳng thức trở thành đẳng thức. Ta chon các k1,m1, k2,m2, k3,m3 thỏa mãn
fi(1) = gi(1), f

′
i(1) = g′i(1) với i = 1, 2, 3. Từ fi(1) = 3 và f ′

i(1) = 3 ta suy ra

g1(x) = g2(x) = g3(x) = x3 + 2.

Từ các bất đẳng thức (x− 1)2(x2 + x+ 1) ≥ 0 và (x− 1)2(x2 + x+ 1)(x+ 1) ≥ 0 đúng với mọi
x > 0 ta suy ra bất đẳng thức sau là đúng

x7 − x5 + 3 ≥ x5 − x2 + 3 ≥ x4 − x+ 3 ≥ x3 + 2.

Mặt khác ta có
(a+ b+ c)2 ≥ 3(ab+ bc+ ca),

suy ra
(a7 − a4 + 3)(b5 − b2 + 3)(c4 − c+ 3) ≥ (a3 + 2)(b3 + 2)(c3 + 2)

= (a3 + 13 + 13)(13 + b3 + 13)(13 + 13 + c3) ≥ (a+ b+ c)3

≥ (3(ab+ bc+ ca))
3
2 = 27.

Bất đẳng thức được chứng minh.

Bài 4. [3] Cho a, b và c là các số thực dương thỏa mãn ab+ bc+ ca = 3. Chứng minh rằng

(a7 − a4 + 3)(b5 − b2 + 3)(c4 − c+ 3) ≥ 27.

Chứng minh. Xét các hàm số f1(x) = x7 − a4 + 3, f2(x) = x5 − b2 + 3, f3(x) = x4 − x2 + 3,
g1(x) = k1x

3 + m1, g2(x) = k2x
3 + m2, g3(x) = k3x

3 + m3 với x > 0. Chú ý rằng với a =
b = c = 1 thì bất đẳng thức trở thành đẳng thức. Ta chon các k1,m1, k2,m2, k3,m3 thỏa mãn
fi(1) = gi(1), f

′
i(1) = g′i(1) với i = 1, 2, 3. Từ fi(1) = 3 và f ′

i(1) = 3 ta suy ra

g1(x) = g2(x) = g3(x) = x3 + 2.

Từ các bất đẳng thức (x− 1)2(x2 + x+ 1) ≥ 0 và (x− 1)2(x2 + x+ 1)(x+ 1) ≥ 0 đúng với mọi
x > 0 ta suy ra bất đẳng thức sau là đúng

x7 − x5 + 3 ≥ x5 − x2 + 3 ≥ x4 − x+ 3 ≥ x3 + 2.

Mặt khác ta có
(a+ b+ c)2 ≥ 3(ab+ bc+ ca),

suy ra
(a7 − a4 + 3)(b5 − b2 + 3)(c4 − c+ 3) ≥ (a3 + 2)(b3 + 2)(c3 + 2)

= (a3 + 13 + 13)(13 + b3 + 13)(13 + 13 + c3) ≥ (a+ b+ c)3

≥ (3(ab+ bc+ ca))
3
2 = 27.

Bất đẳng thức được chứng minh.

Bài 5. [3] Cho a, b và c là các số thực dương thỏa mãn a
2
3 + b

2
3 + c

2
3 = 3. Chứng minh rằng

a2 + b2 + c2 ≥ a
4
3 + b

4
3 + c

4
3 .
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Chứng minh. Xét f(x) = x2 − x4/3, g(x) = kx2/3 +m, với x ∈ (0, 3
√
9). Chú ý rằng với a = b =

c = 1 thì bất đẳng thức trở thành đẳng thức. Ta chon k vàm thỏa mãn f(1) = g(1), f ′(1) = g′(1).
Suy ra k = 1,m = −1, g(x) = x2/3 − 1.

Vì bất đẳng thức x2 − x4/3 ≥ x2/3 − 1 tương đương với (x2/3 − 1)2(x2/3 + 1) ≥ 0, suy ra bất
đẳng thức đúng. Từ đó ta có

a2 + b2 + c2 − a4/3 − b4/3 − c4/3 ≥ a2/3 + b2/3 + c2/3 − 3 = 0.

Bất đẳng thức được chứng minh.

Bài 6. [4] Cho a, b, c và d là các số thực không âm. Chứng minh rằng

a

b2 + c2 + d2
+

b

c2 + d2 + a2
+

c

d2 + a2 + b2
+

d

a2 + b2 + c2
≥ 4

a+ b+ c+ d
.

Chứng minh. Theo bất đẳng thức Cauchy- Schwarz, ta có(
a

b2 + c2 + d2
+

b

c2 + d2 + a2
+

c

d2 + a2 + b2
+

d

a2 + b2 + c2

)
(a+ b+ c+ d)

≥

(√
a2

b2 + c2 + d2
+

√
b2

c2 + d2 + a2
+

√
c2

d2 + a2 + b2
+

√
d2

a2 + b2 + c2

)
.
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Do đó, ta chỉ cần chứng minh bất đẳng thức√
a2

b2 + c2 + d2
+

√
b2

c2 + d2 + a2
+

√
c2

d2 + a2 + b2
+

√
d2

a2 + b2 + c2
≥ 2. (4)

Vì đây là bất đẳng thức thuần nhất nên không mất tính tổng quát ta giả sử a2+b2+c2+d2 = 4.
Khi đó bất đẳng thức (4) được viết lại thành

a√
4− a2

+
b√

4− b2
+

c√
4− c2

+
d√

4− d2
≥ 2.

Xét hàm số f(x) =
x√

4− x2
, g(x) = kx2+m với x ∈ [0, 2). Chú ý rằng với a = b =

√
2, c = d = 0

thì bất đẳng thức trở thành đẳng thức. Ta chọn các số k,m thỏa mãn f(0) = f(0), f(
√
2) =

g(
√
2), f ′(

√
2) = g′(

√
2). Suy ra k =

1

2
,m = 0, g(x) =

x2

2
.

Với mọi x ∈ [0, 2) ta có bất đẳng thức
x√

4− x2
≥ x2

2
đúng vì nó tương đương với x2(x2−2)2 ≥ 0.

Áp dụng với x bằng a, b, c, d ta được

a√
4− a2

+
b√

4− b2
+

c√
4− c2

+
d√

4− d2
≥ a2 + b2 + c2 + d2

2
= 2.

Bất đẳng thức được chứng minh.
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3 Kết luận 

Trong bài báo này, bằng việc sử dụng bất đẳng thức Jensen suy rộng, chúng tôi đã đưa ra 

một phương pháp mới để chứng minh một số lớp các bài toán bất đẳng thức với điều kiện cho 

trước không tuyến tính. Đó là phương pháp dùng đường cong tiếp xúc. Đây là phương pháp 

tổng quát của phương pháp tiếp tuyến đã được đưa ra trước đó trong [6] và [7]. 
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