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1. Giới thiệu 

Trong lĩnh vực khoa học máy tính và toán học, đồ thị có hướng đóng vai trò quan trọng trong 

mô hình hóa các bài toán thực tế. Chúng được ứng dụng rộng rãi để giải quyết hàng loạt bài toán 

thực tiễn, từ việc thiết kế cấu trúc dữ liệu, thuật toán tìm đường, sắp xếp tô-pô, cho đến việc phân 

tích mạng xã hội hay phát triển các bộ máy tìm kiếm. 

Nghiên cứu này tập trung khảo sát các đồ thị có hướng với tập đỉnh hữu hạn, không chứa 

khuyên, không có cung bội và không tồn tại chu trình độ dài bằng 2. Giả sử  ,D V A  là một đồ 

thị có hướng với V là tập đỉnh và A là tập cung. Đỉnh v V  gọi là láng giềng ra (tương ứng, 

láng giềng vào) của đỉnh u V  nếu ( , )u v A (tương ứng, ( , )v u A). Chúng ta ký hiệu tập tất 

cả các láng giềng ra (tương ứng, láng giềng vào) của u là ( )
DN u  hoặc ( )N u  (tương ứng, ( )

DN u  

hoặc ( )N u ), ( ) ( )Dd u N u   (tương ứng, ( ) ( )Dd u N u  ) gọi là bậc ra (tương ứng, bậc vào) 

của u,  min ( ) | Dd u u V  (tương ứng,  min ( ) | Dd u u V ) gọi là bậc ra nhỏ nhất (tương ứng, 

bậc vào nhỏ nhất) của D. Nếu u và v là hai đỉnh thuộc V sao cho ( , )u v A hoặc ( , )v u A thì ta 

nói u, v là kề nhau. Nếu W V  thì đồ thị con của D cảm sinh bởi tập W được ký hiệu là [ ].D W   

Đồ thị có hướng  ,D V A  gọi là liên thông mạnh nếu với mọi cặp đỉnh phân biệt ,u v V  đều 

tồn tại đường đi từ u đến v và đường đi từ v đến u. Giả sử  1 2, ,..., nC c c c  là một chu trình 

trong D, nếu tồn tại cung  ,i jc c A  với 1i j   thì ta nói rằng chu trình C có dây cung. 

Ngoài ra, các khái niệm khác về đồ thị có hướng được trình bày đầy đủ trong [1].  

Đồ thị có hướng  ,D V A  gọi là đồ thị giải đấu nếu với mọi cặp đỉnh phân biệt , u v V  đều 

tồn tại đúng một cung ( , )u v  hoặc cung ( , )v u  thuộc A. Chúng ta ký hiệu đồ thị giải đấu là 

 ,T V A . 

Cho đồ thị giải đấu  ,T V A  và 1 2e , ,..., ke e  là các cung rời nhau thuộc A. Đồ thị có hướng 

 * * *,T V A  gọi là đồ thị giải đấu khuyết cung nếu *V V  và 1 2
* \{ , ,..., }kA A e e e . 

Từ nhiều thập kỷ nay, việc tìm kiếm các điều kiện để tồn tại các chu trình rời nhau trên đồ thị 

có hướng luôn thu hút sự chú ý của giới hàn lâm. Vào năm 1983, Thomassen [2] đã chỉ ra rằng 

bất kỳ đồ thị có hướng nào thỏa mãn điều kiện bậc ra nhỏ nhất từ 3 trở lên đều sẽ chứa tối thiểu 

hai chu trình rời nhau. Dù vậy, kết quả này chưa khẳng định được liệu các chu trình này có độ dài 

khác nhau hay không. Mãi đến năm 2012, Henning và Yeo [3] mới đề xuất giả thuyết rằng mọi 

đồ thị có hướng với bậc ra nhỏ nhất ít nhất bằng 4 đều chứa hai chu trình rời nhau có độ dài khác 

nhau. Giả thuyết này đã được chứng minh vào năm 2014 bởi Lichiardopol [4]. Như vậy, với đồ 

thị có hướng với bậc ra nhỏ nhất bằng 3 thì tồn tại các chu trình rời nhau nhưng độ dài các chu 

trình này có thể bằng nhau hoặc khác nhau. Trong Hình 1 chúng ta xây dựng đồ thị 3

8D  là đồ thị 

có tập đỉnh    3

8 0 1 5, ,..., , ,V D v v v t w  và tập cạnh 

 3

8 1 2 3 4A D A A A A    ,   

trong đó: 

 1 ( , )| 1(mod6)i jA v v j i   ,  2 ( , )| 2(mod6)i jA v v j i   , 

 3 ( , ),( , )| 0,2,4i iA t v v w i   và  4 ( , ),( , )| 1,3,5i iA w v v t i  . 

 Đồ thị 3

8D  là một ví dụ minh họa cho đồ thị có hướng với bậc nhỏ nhất bằng 3 nhưng không 

tồn tại các chu trình rời nhau với độ dài khác nhau. Trong thời gian gần đây, hướng nghiên cứu 

về sự tồn tại chu trình rời nhau với độ dài phân biệt đang được nhiều tác giả quan tâm nghiên cứu 
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và thu được nhiều kết quả sâu sắc. Gần đây nhất, có thể kể đến các công bố nổi bật trên đồ thị 

giải đấu, đồ thị giải đấu hai phần [5], đồ thị giải đấu k-phần [6], đồ thị giải đấu bộ phận [7], đồ thị 

giải đấu tách cực [8]-[10],... và một số lớp đồ thị khác [11], [12]. 

 
Hình 1. Đồ thị 3

8D    

Bài báo này tiếp tục nghiên cứu sự tồn tại của các chu trình rời nhau với độ dài khác nhau cho 

lớp đồ thị giải đấu khuyết cung. Chúng ta chú ý rằng, đồ thị 3

8D  trong Hình 1 là đồ thị giải đấu 

khuyết cung (đây là đồ thị giải đấu khuyết cung có tập đỉnh là  0 1 5, ,..., , ,v v v t w  và khuyết các 

cung 
0 3 1 4 2 5( , ), ( , ), ( , ), ( , )v v v v v v t w ) , liên thông mạnh, bậc ra nhỏ nhất bằng 3 và không có các chu 

trình rời nhau với độ dài khác nhau. Vấn đề đặt ra trong bài báo này là, chúng ta sẽ nghiên cứu và 

đưa ra được một số tính chất chung của đồ thị giải đấu khuyết cung, liên thông mạnh, bậc ra nhỏ 

nhất bằng 3 và không có các chu trình rời nhau với độ dài khác nhau.  

2. Phương pháp nghiên cứu 

Cho đồ thị giải đấu  ,T V A  và 1 2, ,..., (1 )
2

k

n
e e e k   là các cung rời nhau thuộc A. Giả sử 

 * *,T V A  là đồ thị giải đấu khuyết cung được hình thành từ đồ thị  ,T V A  bằng cách bỏ đi 

các cung 1 2, ,..., ke e e . Trong bài báo này, từ đây trở về sau chúng ta luôn giả thiết rằng đồ thị 

 * *,T V A  là đồ thị liên thông mạnh, bậc ra nhỏ nhất bằng 3 và không có các chu trình rời nhau 

với độ dài khác nhau. Không mất tính tổng quát, chúng ta giả sử rằng  1 2, ,..., nV v v v , 

   2 1 2e =(v , v )i i i  hoặc    2 2 1e =(v , v )i i i  với mọi i=1,2,...,k . Đặt 

1 1 2( ,  )V v v , 2 3 4( ,  )V v v , …,  2 1 2( ,  )k k kV v v , 1 2 1{v }k kV   , 2 2 2{v }k kV   , ..., {v }n k nV   . 

(chú ý rằng, trong trường hợp 2n k  thì 1 2 ...k k n kV V V       ). 

Vì  * *,T V A  có bậc ra nhỏ nhất bằng 3 nên theo [2], đồ thị 
*T  có hai chu trình rời nhau 

0C  và 1C . Mặt khác, theo giả thiết của chúng ta trong bài báo này là 
*T không có các chu trình 

rời nhau với độ dài khác nhau nên chắc chắn 0C  và 1C  có cùng độ dài, ta gọi độ dài đó là 3t  . 

Đặt 
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2.1. Một số kết quả cơ bản liên quan đến kết quả chính 

Bằng phương pháp tương tự trong chứng minh các kết quả trong các tài liệu tham khảo (chi 

tiết nhất là trong [6] và [8]), chúng ta có một số khẳng định dưới đây. 

Khẳng định 1. Giả sử  0 1( )\ ( )V V V C V C      và 1 2( , , , )P u u u   là một đường đi trong 

*[ ]T V 
. Khi đó, nếu u  có láng giềng ra trong ( )V P  thì t  và 1l tu    là láng giềng ra duy nhất 

của u  trong ( )V P . Tương tự, nếu 1u  có láng giềng vào thì 3  và tu  là láng giềng vào duy 

nhất của 1u  trong ( )V P . 

Khẳng định 2. Giả sử 1 2( , , , )P u u u   là một đường đi trong *[ ]T V  . Khi đó 

(i) Nếu 1u  có một láng giềng vào trong ( )jV C  thì u  có nhiều nhất một láng giềng ra trong 

( )jV C  với {0,  1}j ; 

(ii) Nếu 1u  có hai láng giềng vào trong ( )jV C  thì u  không có láng giềng ra nào trong 

( )jV C  với {0,  1};j  

(iii) Nếu u  có một láng giềng ra trong ( )jV C  thì 1u  có nhiều nhất một láng giềng vào trong 

( )jV C  với {0,  1}j ; 

(iv) Nếu u  có hai láng giềng ra trong ( )jV C  thì 1u  không có láng giềng vào nào trong 

( )jV C  với {0,  1};j  

Khẳng định 3. Giả sử u V  . Khi đó 

(i) Nếu *( ,  )j
ic u A  thì *

1( ,  )
j

iu c A  , 

(ii) Nếu *( ,  )j
iu c A  thì *

1( ,  )
j

ic u A  . 

Trong đó, {0,  1}j , 1,2,..., 1i t  , 1i   và 1i   được xác định theo modulo t. 

Khẳng định 4. Giả sử u V   và u  kề với tất cả các đỉnh của )( jV C , {0,  1}.j Khi đó 

(i) Nếu u  có một láng giềng ra thuộc ( )jV C  thì *( ,  )u v A  với mọi ( )jv V C , 

(ii) Nếu u  có một láng giềng vào thuộc ( )jV C  thì *( ,  )v u A  với mọi ( )jv V C . 

Khẳng định 5. Các chu trình 0C  và 1C  đều không có dây cung.  

Khẳng định 6. 2pV   với mọi {1,  2,  ,  }p n k   . 

2.2. Một số bổ đề liên quan đến kết quả chính 

Trong mục này, chúng ta sẽ phát biểu và chứng minh một số bổ đề phục vụ cho việc chứng 

minh kết quả chính.  

Bổ đề 1. Độ dài t của các chu trình 0C  và 1C   bằng 3 hoặc 4. 

Chứng minh. Chúng ta chứng minh bổ đề này bằng phương pháp phản chứng. Giả sử 5t  . 

Nếu 0 0
0 2 và cc  kề nhau thì  0 0

0 2,c c A  hoặc  0 0
2 0,c c A . Do đó  0 0

0 2,c c  (hoặc  0 0
2 0,c c ) là một 

dây cung của 0C , điều này mâu thuẫn với Khẳng định 5 là 0C  không có dây cung. Vì vậy 
0 0
0 2 và cc  không kề nhau. Từ đó suy ra tồn tại {1,  2,  ,  1}p n    sao cho 0 0

0 2,  c pc V . Theo Khẳng 
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định 6 thì 2pV   nên 0
3 pc V . Do đó 0

3c  và 0
0c  kề nhau. Bằng lập luận tương tự như trên, chúng 

ta suy ra  0 0
0 3,c c  (hoặc  0 0

3 0,c c ) là một dây cung của 0C , từ đó dẫn đến tiếp tục mâu thuẫn với 

Khẳng định 5. Vậy, 3 4t  .   
Bổ đề 2. Giả sử V    và u V  sao cho u  có nhiều nhất 2 láng giềng ra thuộc 

0 1( ) ( )V C V C  và u  có ít nhất 2 láng giềng vào thuộc ( ),  {0,1}.jV C j Đặt  

{uX v V   ∣  Tồn tại đường đi từ u đến v trong *[ ]}T V  , \ .u uY V X  

Khi đó 

1. Tồn tại ,p q uu u X  với p q  sao cho ,p p q qV uu V  , 

2. Mỗi đỉnh thuộc uX  không có láng giềng ra thuộc ( ),jV C  

3. Mỗi đỉnh thuộc V   không có láng giềng vào thuộc 1( ).jV C   

Chứng minh. 1. Hiển nhiên uu X . Vì ( ) 3d u   và theo giả thiết u  có nhiều nhất 2 láng 

giềng ra thuộc 0 1( ) ( )V C V C  nên tồn tại v V   sao cho *( , )u v A . Suy ra uv X . Đặt 

, .p quu u v   Vậy ta đã chứng minh xong tồn tại ,p q uu u X  với p q  sao cho ,p p q qV uu V  . 

2. Giả sử uv X . Gọi P  là đường nằm trong * '[ ]T V  đi từ u  đến v . Theo Khẳng định 2 thì 

v  không có láng giềng ra thuộc ( ).jV C   

3. Giả sử tồn tại v V   sao cho v  có láng giềng vào thuộc 1( ).jV C   Ta xét các trường hợp sau. 

Trường hợp 1. uv X . 

Khi đó tồn tại đường P  nằm trong * '[ ]T V  đi từ u  đến v . Gọi 1 2( , ,..., )Q u u u  là đường có 

độ dài lớn nhất trong nằm trong * '[ ]T V  với 1 .u v  Theo Khẳng định 1 thì u  có ít nhất 2 láng 

giềng ra thuộc 0 1( ) ( )V C V C , nhưng ta vừa chứng minh được u  không có láng giềng ra thuộc 

( )jV C  (vì l uu X ), suy ra u  có 2 láng giềng ra thuộc 1( ).jV C   Từ đó suy ra mâu thuẫn với 

Khẳng định 2. 

Trường hợp 2. uv Y :  

Theo Kết luận 1 vừa được chứng minh của bổ đề này thì tồn tại uw X  sao cho *( , )v w A . 

Gọi 1 2( , , , )P u u u   là đường trong * '[ ]T V  có độ dài lớn nhất với 1 .u w  Theo Khẳng định 1 

thì  u  có ít nhất 2 láng giềng ra thuộc 0 1( ) ( )V C V C , theo Khẳng định 2 thì u  không có láng 

giềng ra thuộc ( ).jV C  Suy ra u  có 2 láng giềng ra thuộc 1( )jV C  , điều này mâu thuẫn với 

Khẳng định 2.                                                         

Bổ đề 3. Nếu 4 t  thì u kề với tất cả các đỉnh thuộc 0 1( ) ( )V C V C . 

Chứng minh. Theo Khẳng định 5 và Khẳng định 6 thì các chu trình 0C , 1C  không có dây 

cung và 2pV   với mọi {1,  2,  ,  }p n k   , do đó tồn tại 1 2 3 4,  ,  ,  {1,  2,  ,  }p p p p n k    sao 

cho
1 2

0 0 0 0
0 2 1 3{ ,  c } ,  { ,  c }p pc V c V  , 

3 4

1 1 1 1
0 2 1 3{ ,c } ,  { ,c }p pc V c V  . Vì 

1 2 3 4p p p pu V V V V     nên u  kề 

với tất cả các đỉnh thuộc 0 1( ) ( ).V C V C    

3. Kết quả chính 

Trong mục này chúng tôi sẽ trình bày một số kết quả nghiên cứu chính của bài báo. Các kết 

quả này thể hiện mối quan giữa một đỉnh thuộc V   với những đỉnh thuộc 0 1( ) ( )V C V C . 



TNU Journal of Science and Technology 231(07): 258 - 266 

 

http://jst.tnu.edu.vn                                                  263                                                 Email: jst@tnu.edu.vn 

Định lý 1. Giả sử tồn tại {1,  2,  ,  }p n k    sao cho { }pV V u   , 0 1( ( ) ( )) pV C V C V    . 

Khi đó 0 *( , )iu c A  và 1 *( , )ic u A  với mọi 0,1,..., 1i t  , hoặc là  0 *( , )ic u A  và 1 *( , )iu c A  với 

mọi 0,1,..., 1i t  . 

Chứng minh. Vì pu V  và 0 1( ( ) ( )) pV C V C V     nên u kề với tất cả các đỉnh thuộc 

0 1( ) ( )V C V C .  

Trước hết ta giả sử u có láng giềng ra thuộc 0( )V C . Theo Khẳng định 4, 0 *( , )iu c A  với mọi 

0,1,..., 1i t  . Vì u cũng kề với tất cả các đỉnh thuộc 1( )V C  nên 1 *( , )iu c A  hoặc 1 *( , )ic u A  với 

mọi 0,1,..., 1i t  . Ta giả sử phản chứng rằng 1 *( , )iu c A  với mọi 0,1,..., 1i t  . Vì đồ thị *T liên 

thông mạnh nên tồn tại đường 1 2( , , , )kP u u u   sao cho 0 1
1 ( ) ( )u V C V C  ,  2 1,..., ku u V 

   và 

ku u . Từ đây ta suy ra mâu thuẫn với Khẳng định 2. Vậy, 1 *( , )ic u A  với mọi 0,1,..., 1i t  . 

Bây giờ ta giả sử rằng u có láng giềng vào thuộc 0( )V C . Theo Khẳng định 4, 0 *( , )ic u A  với 

mọi 0,1,..., 1i t  . Vì u cũng kề với tất cả các đỉnh thuộc 1( )V C  nên 1 *( , )iu c A  hoặc 1 *( , )ic u A  

với mọi 0,1,..., 1i t  . Ta giả sử phản chứng rằng 1 *( , )ic u A  với mọi 0,1,..., 1i t  . Vì ( ) 3d u   

nên tồn tại v V   sao cho *( , )u v A . Gọi 1 2( , , , )P u u u   là đường trong có độ dài lớn nhất 

trong * '[ ]T V  với 1u v . Khi đó u  có hai láng giềng ra thuộc 0 1( ) ( )V C V C , điều này mâu 

thuẫn với Khẳng định 2. Vậy, 1 *( , )iu c A  với mọi 0,1,..., 1i t  .                                                                          

Từ Định lý 1 và Bổ đề 3 chúng ta dễ dàng suy ra hệ quả dưới đây. 

Hệ quả 1. Nếu 4 t   thì 0 *( , )iu c A  và 1 *( , )ic u A  với mọi 0,1,..., 1i t  , hoặc là  0 *( , )ic u A  

và 1 *( , )iu c A  với mọi 0,1,..., 1i t  . 

Định lý 2. Giả sử tồn tại {1,  2,  ,  }p n k    sao cho { }pV V u   , 0 1( ( ) ( )) pV C V C V    . 

Khi đó 

1. tồn tại duy nhất {0,  1}j  sao cho ( )j
pV C V   , 3t   và 1 *( , )iu c A  với mọi 0,1, 2,i   

2. Nếu ( ) { }j j
p rV C V c   thì *

1 2( , ), (c , )
j j
r rc u u A   , trong đó {0,  1,  2}r  và 1,  2r r   được 

xác định theo modulo  . 

Chứng minh. 1. Vì 2pV  , { }pV V u    và 0 1( ( ) ( )) pV C V C V     nên tồn tại duy nhất 

0 1( ( ) ( )) pv V C V C V   . Do đó chỉ xảy ra đúng một trong hai trường hợp 0( ) pv V C V   hoặc 

1( ) pv V C V  . Như vậy, tồn tại duy nhất {0,  1}j  sao cho ( )j
pV C V    và { ,  }pV u v . 

Giả sử   4t  . Theo Bổ đề 3 thì u  kề với tất cả các đỉnh thuộc 0 1( ) ( ),V C V C  tức là u kề với 

v, điều này là vô lý vì { ,  }pV u v . Vậy 3t  . 

 Bằng cách đổi tên các chu trình 0C và 1C , chúng ta có thể giả sử rằng 0( ).v V C  Bằng cách 

đổi tên các đỉnh thuộc 0( ),V C  ta giả sử 0
0 .v c  Do đó, u  kề với 0 0

1 2,  cc  và tất cả các đỉnh thuộc 

1( ).V C  Vì u kề với tất cả các đỉnh thuộc 1( )V C  nên theo Khẳng định 4, ta có 1 *( , )iu c A  hoặc 

1 *( , )ic u A  với mọi 0,1,2i  . Giả sử phản chứng rằng 1 *( , )ic u A  với mọi 0,1,2i  . Vì  0
0 pv Vc   

nên 0
1 2
0 , pcc V . Do đó u kề với cả hai đỉnh 0

1c  và 0
2c . Suy ra u có nhiều nhất hai láng giềng ra 

thuộc 0 1( ) ( )V C V C . Do vậy, tồn tại w V   sao cho *( , )u w A . Dễ thấy w và 0
0c  kề nhau. Theo 

Bổ đề 2 ta có 0 0
2

*
1

0
0) ),( ,( , , ( , .)w cu u c Ac   Cũng theo Bổ đề 2, mỗi đỉnh thuộc 0( )V C  không có láng 
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giềng ra thuộc V   nên mỗi đỉnh thuộc 0( )V C  có ít nhất 2 láng giềng ra thuộc 1( ).V C  Tiếp theo, ta 

xét các trường hợp dưới đây. 

Trường hợp 1. w kề với tất cả các đỉnh thuộc 1( ).V C   

Theo Khẳng định 2 thì 1 *( , )ic w A  với mọi 0,1,2i  . Vì  mỗi đỉnh thuộc 0( )V C  có ít nhất 2 

láng giềng ra thuộc 1( )V C , không mất tính tổng quát ta giả sử *0 1
0 0, )( cc A . Vì 0

2c  có 2 láng giềng 

ra thuộc 1( ),V C  nên tồn tại 1
0z c  sao cho 0 *

2( , )c z A . Ta có: 0 1 0
0 0 0( ,  c ,  ,  c )c w  và 0 0

1 2( ,  c ,  c ,  ,  )u z u  

là 2 chu trình rời nhau có độ dài khác nhau (xem Hình 2). Điều này là mâu thuẫn với giả thiết.  

 
Hình 2. Mô tả mâu thuẫn trong Trường hợp 1 của Kết luận 1 

Trường hợp 2. w không kề với một đỉnh nào đó thuộc 1( ).V C   

Bằng cách đổi tên các đỉnh thuộc  1( )V C , ta giả sử w không kề với 1
0.c  Do đó w phải kề với 1

1c  

và 1
2c . Theo Khẳng định 2 ta có 1 1 *

1 2( , ), (c , )c w w A . Vì 0
0c  có ít nhất hai láng giềng ra 1( )V C nên 

tồn tại 1 1
1 2{ ,  c }z c  sao cho 0 *

0( , )c z A . Vì 0
2c  có ít nhất 2 láng giềng ra thuộc 1( ),V C  nên tồn tại 

x z  sao cho 0 *
2( , )c x A . Khi đó, 0

0( ,  c ,  ,  )w z w  và 0 0
1 2( ,  c ,  c , ,  )u x u  là 2 chu trình rời nhau có độ 

dài khác nhau, điều này tiếp tục mâu thuẫn với giả thiết. 

Như vậy, ta đã chứng minh xong 1 *( , )iu c A  với mọi 0,1,2i  . 

2. Bằng cách đổi tên các chu trình 0 1vàC C  ta giả sử 0.j   Bằng cách đổi tên các đỉnh thuộc 

0( )V C  ta giả sử 0.r   Khi đó 0
0{ , }pV u a , u  kề với cả 0 0

1 2và .c c  

Trước hết ta chứng minh 0 *
1( , )c u A  hoặc 0 *

2 , (c )u A . Giả sử phản chứng rằng 0 *
1( , )u c A và 

0
2

*( , )u c A . Vì *T  liên thông mạnh nên tồn tại đường 1 2( , , , )P u u u   sao cho 

0 1
1 ( ) ( )V C Vu C   và 2 1

', , ,u u Vu u    . Điều này dẫn đến mâu thuẫn với Khẳng định 2. Vậy 

0 *
1( , )c u A  hoặc 0 *

2 , (c )u A . 

Tiếp theo, ta chứng minh 0 *
2 , (c )u A . Giả sử *0

2( , )u c A . Theo chứng minh ở đoạn trên thì ta 

có 0 *
1( , )c u A , điều này mâu thuẫn với Khẳng định 3. 

Cuối cùng ta chứng minh 0 *
1( , )c u A . Giả sử *0

1( , )u c A . Khi đó ta có 0 *
2( , )c u A . Xét hai 

chu trình 0 0 0
1 2( ) ( ,c ,c , )C u u   và 1.C  Áp dụng Kết luận 1 của định lý này cho đỉnh 0

0c  và các chu 

trình 0( )C  , 1C  ta thu được kết quả thì 1 *0
0 , )( icc A  với mọi 0,1,2i  . Tiếp theo ta xét các trường 

hợp sau. 

Trường hợp 1. Tất cả các đỉnh của 1( )V C  không có láng giềng ra thuộc V  .  
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Khi đó mỗi đỉnh của 1( )V C  có 2 láng giềng ra thuộc 0( )V C , từ đó suy ra 1 0 1 0 *
1 2, ),( ( , )i ic cc c A  

với mọi 0,1,2i  . Do đó 0
1c  có đúng một láng giềng ra thuộc  0 1( ) ( )V C V C , suy ra tồn tại v V   

sao cho 0 *
1( , )c v A . Vì pv V  nên v  và u kề nhau. Nếu *( , )v u A  thì 0

1( , , , )v u c v  và 

10 0 0
0 20 1 0

1( ,  c ,  c , , )c c c  là 2 chu trình rời nhau có độ dài khác nhau, điều này mâu thuẫn với giả thiết 

(xem Hình 3). Do đó *( , )u v A . Gọi 1 2( , , , )P u u u   là đường trong có độ dài lớn nhất trong 

* '[ ]T V  với 1u v . Khi đó u  có ít nhất hai láng giềng ra thuộc 0 1( ) ( )V C V C . Nhưng theo 

Khẳng định 2 thì hai láng giềng ra này không thể cùng thuộc 0( )V C , suy ra u  có một làng giềng 

ra thuộc 1( )V C . Không mất tính tổng quát, ta giả sử 
1 *
0( , )lu c A . Khi đó 0 1 0 0

0 2 2 0( , , , )c c c c  và 

0 0
1 1 1

1 1
0 1( , ,..., ,c ,c , )lc u u c  là 2 chu trình rời nhau có độ dài khác nhau, điều này mâu thuẫn với giả thiết. 

 
Hình 3. Mô tả mâu thuẫn trong Trường hợp 1 của Kết luận 2 

Trường hợp 2. Tồn tại một đỉnh của 1( )V C  có láng giềng ra thuộc V  .  

Bằng cách đổi tên các đỉnh của 1( )V C , chúng ta giả sử rằng 1
0c  có láng giềng ra w V  . Vì 

0
0( ,  c )pV u  nên u và w kề nhau (vì pw V ). Nếu 

*( , )w u A  thì mâu thuẫn với Khẳng định 2. Do 

đó 
*( , )u w A . Gọi 1 2( , , , )P u u u   là đường trong có độ dài lớn nhất trong * '[ ]T V  với 1u w . 

Khi đó u  có ít nhất hai láng giềng ra thuộc 0 1( ) ( )V C V C . Theo Khẳng định 2 thì hai láng 

giềng ra này không thể cùng thuộc 1( )V C , suy ra u  có ít nhất một láng giềng thuộc 0( )V C . Nếu 

2l   thì 1C  và 0 0
0 1 2

0( , ,..., , ,c , , )lu w u c c u  (hoặc 0 0
1 2( , ,..., ,c , , )lu w u c u , hoặc 0

2( , ,..., , , )lu w u c u ) là 2 chu 

trình rời nhau có độ dài khác nhau, điều này mâu thuẫn với giả thiết. Do đó 1l  . Khi đó u  (lúc 

này 1u u w   có hai láng giềng ra thuộc 0( )V C , điều này mâu thuẫn với Khẳng định 2. 

Như vậy ta đã chứng minh xong Kết luận 2 của định lý này.     

4. Kết luận 

Khảo sát sự tồn tại của các chu trình rời nhau với độ dài khác nhau trên đồ thị có hướng là 

một chủ đề hấp dẫn, mang tính thời sự và có nhiều triển vọng trong lý thuyết đồ thị hiện đại. Các 

công trình trước đây đã khẳng định chặt chẽ rằng: bất kỳ đồ thị có hướng nào với bậc ra nhỏ nhất 

từ 4 trở lên đều chắc chắn chứa các chu trình rời nhau có độ dài khác nhau. Do đó, tâm điểm 

chuyển sang các bài toán giới hạn hơn, cụ thể là việc giải quyết lớp đồ thị có hướng có bậc ra nhỏ 

nhất bằng 3. Trên thực tế, nhiều thành tựu đáng kể đã được công bố xoay quanh chủ đề này với các 

lớp đồ thị có hướng khác nhau. Kế thừa định hướng đó, bài báo đi sâu phân tích nhóm đồ thị giải 

đấu khuyết cung. Bước đầu, chúng tôi đã thiết lập và chứng minh thành công một loạt điều kiện cần 

cho lớp đồ thị này trong trường hợp đồ thị có bậc ra nhỏ nhất bằng 3 nhưng không chứa chu trình 
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rời nhau nào có độ dài khác nhau. Về mặt bố cục, Mục 2.1 của bài báo chỉ ra các tính chất chung 

của đồ thị không có các chu trình rời nhau với độ dài khác nhau (từ Khẳng định 1 đến Khẳng định 

5). Mục 2.2 tập trung xây dựng và chứng minh các hệ quả trung gian liên quan trực tiếp đến đồ thị 

khuyết cung (từ Bổ đề 1 đến Bổ đề 3). Các bổ đề này đóng vai trò làm nền tảng lý thuyết cốt lõi để 

đưa đến kết quả quan trọng nhất tại Mục 3, được phát biểu chặt chẽ thể hiện qua Định lý 1 và Định 

lý 2. Trong các định lý này, chúng tôi đã phát biểu và chứng minh được mối quan hệ giữa các đỉnh 

trong đồ thị khuyết cung liên thông mạnh, bậc ra nhỏ nhất bằng 3 và không tồn tại các chu trình rời 

nhau với độ dài khác nhau. Trong thời gian tới, chúng tôi sẽ tiếp tục nghiên cứu bài toán này, hy 

vọng sẽ  xác định trọn vẹn đặc trưng cấu trúc của các đồ thị giải đấu khuyết cung có bậc ra nhỏ nhất 

bằng 3 mà không tồn tại các chu trình rời nhau với độ dài khác nhau. 

Lời cám ơn 

Các tác giả bài báo xin chân thành cám ơn Tạp chí Khoa học và Công nghệ Đại học Thái 

Nguyên và các phản biện đã có những đóng góp quý báu giúp cho bài báo được hoàn thiện một 

cách khoa học và đầy đủ hơn. Nghiên cứu này được tài trợ bởi Đại học Công nghiệp Hà Nội 

thông qua nhiệm vụ khoa học và công nghệ theo hợp đồng số 48-2025-RD/HD-ĐHCN. Chúng 

tôi cũng chân thành cảm ơn Đại học Công nghiệp Hà Nội đã tạo điều kiện thuận lợi nhất để 

chúng tôi hoàn thành bài báo này, góp phần hoàn thành đề tài nghiên cứu cấp trường “Sự tồn tại 

các chu trình rời nhau với độ dài khác nhau trong đồ thị giải đấu tách cực”. 
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