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Tóm tắt 

Bài báo xây dựng một mô hình kinh tế tăng trưởng 

có liên quan đến sản xuất và thời gian vận chuyển 

hàng hoá. Vấn đề tối ưu hoá đa thời điểm được 

giải quyết dưới quan điểm của người hoạch định 

chính sách. Công cụ chính để tìm nghiệm của bài 

toán là điều kiện Karush-Kuhn-Tucker và một số 

lý thuyết về tối ưu lồi. Các kết quả tìm được cho 

thấy sự ảnh hưởng của hệ số thời gian trong việc 

tối ưu hoá lợi nhuận của doanh nghiệp vận tải.   

Từ khóa: Tăng trưởng tối ưu, năng động, thời 

gian vận chuyển.  

Abstract 

This paper proposes a new growth model 

associated with the production and time of 

transportation. The problem of dynamical 

programming is solved from the point of view of 

social planner. The approach used is Karush-Kuhn-

Tucker conditions and theories of convex 

optimization which allows us to fully characterize 

the features of the economy. The results of how the 

profit optimization of transport company is affected 

by time coefficient is described in this model.    

Keywords: Optimal growth, dynamic, time of 

transportation. 

1. Mở đầu  

Bài toán cơ bản của kinh tế học đối với các doanh 

nghiệp sản xuất thường là tối ưu hoá lợi nhuận trong 

ràng buộc về ngân sách của doanh nghiệp đó. Trong 

lĩnh vực kinh tế vận tải, thời gian cũng là một yếu tố 

quan trọng ảnh hưởng đến lợi nhuận và các quyết định 

đầu tư của doanh nghiệp. Berker [1] là tác giả đầu tiên 

đề xuất ý tưởng tính lao động, một trong những yếu tố 

đầu vào cơ bản của sản xuất, bằng đơn vị thời gian. 

Điều này mở đường cho việc đưa thêm ràng buộc về 

thời gian bên cạnh các ràng buộc quen thuộc khi tính 

lợi nhuận của doanh nghiệp. Ý tưởng này được nghiên 

cứu sâu hơn trong một số ấn phẩm, chẳng hạn 

Steedman [7] xem xét mô hình kinh tế đóng, 

Harborow [5] nhận định việc tối ưu phân chia thời 

gian giữa tiêu dùng và giải trí. Tuy nhiên các ràng 

buộc về thời gian, đặc biệt là thời gian vận chuyển, 

không dễ dàng để đưa vào một mô hình lí thuyết, bởi 

việc thêm một biến thời gian có thể làm thay đổi cấu 

trúc tô-pô của tập ràng buộc dẫn đến bài toán không 

thể giải được.    

Biến thời gian dạng tuyến tính được đề xuất trong 

[2] đối với mô hình cân bằng tổng quát. Tiếp tục ý 

tưởng này, các tác giả trong [6] đề xuất một mô hình 

tối ưu cụ thể có trao đổi và có tính đến thời gian vận 

chuyển hàng hoá. Tuy nhiên trên vai trò người hoạch 

định chính sách cho doanh nghiệp, việc đạt lợi ích tối 

ưu một thời điểm là không đủ. Doanh nghiệp cần có 

chiến lược hợp lý để kinh doanh nhiều giai đoạn, và 

câu hỏi chính phải nằm ở việc tối ưu tổng lợi ích trong 

toàn giai đoạn hoạt động của doanh nghiệp đó. 

Mô hình tăng trưởng tối ưu đã và đang được quan 

tâm mạnh mẽ trong lĩnh vực kinh tế lí thuyết. Mô hình 

này giải quyết được bài toán tối ưu trong dài hạn bằng 

cách nghiên cứu quá trình tích lũy vốn, quá trình đầu tư 

cho lao động, sản xuất và công nghệ. Bản chất của bài 

toán là tối ưu hóa hàm tổng lợi ích đa giai đoạn. Một số 

mô hình tăng trưởng quen thuộc có thể kể đến như mô 

hình Harrod, Domar, Solow, Frankel, Ramsey [4]. 

Khi xem xét tổng lợi ích dài hạn của doanh nghiệp 

sản xuất và vận tải, cần thiết phải đưa thêm ràng buộc 

về thời gian vào mô hình tăng trưởng. Điều này là phù 

hợp với thực tế bởi vì mỗi giai đoạn doanh nghiệp thực 

hiện một hợp đồng sản xuất có giới hạn về thời gian. 

Do đó thời gian vận chuyển hàng hóa sẽ ảnh hưởng 

đến thời gian dành cho sản xuất, và vì vậy tác động 

trực tiếp đến lợi nhuận của doanh nghiệp.  

Trong bài báo này, các tác giả giới thiệu một mô 

hình kinh tế tăng trưởng tối ưu tổng quát, trong đó bao 

gồm các yếu tố sản xuất, tiêu dùng và vận tải. Ngoài 

ràng buộc quen thuộc về ngân sách, trong mô hình đưa 
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thêm một ràng buộc về thời gian. Bài toán tối ưu được 

xây dựng trên góc nhìn của người hoạch định chính 

sách, tức là giải quyết vấn đề tối ưu tổng lợi ích của 

doanh nghiệp qua nhiều giai đoạn.  

Phần cuối bài báo là một ví dụ cụ thể với hàm lợi 

ích và sản xuất có dạng quen thuộc, minh hoạ các kết 

quả lí thuyết của mô hình tổng quát, đồng thời tính 

toán một cách định tính những ảnh hưởng của hệ số 

thời gian trong việc hoạch định chính sách vốn của 

doanh nghiệp. 

2. Xây dựng mô hình 

2.1. Các ràng buộc về tài chính và thời gian 

Doanh nghiệp bắt đầu với vốn khởi điểm 𝑘0 > 0. 

Tại mỗi giai đoạn 𝑛, cần 𝑘𝑛 vốn và 𝑙𝑛 thời gian lao 

động để sản xuất ra 𝑌𝑛 sản phẩm với hàm sản xuất 

𝑌𝑛 = 𝐹(𝑘𝑛, 𝑙𝑛). Trong đó doanh nghiệp giữ lại 𝐼𝑛 để 

đầu tư cho giai đoạn tiếp theo. Do đó lượng vốn tiếp 

tục sử dụng cho giai đoạn 𝑛 + 1 là 𝑘𝑛+1 = (1 −

𝛿)𝑘𝑛 + 𝐼𝑛, ở đó 𝛿 ∈ (0; 1] là hệ số khấu hao vốn. 

Lượng hàng được kinh doanh ra thị trường là 𝑥𝑛 

với điều kiện 𝑥𝑛 + 𝐼𝑛 ≤ 𝑌𝑛. Gọi 𝑎 là thời gian cần 

thiết để vận chuyển 1 đơn vị hàng hóa từ sản xuất đến 

người tiêu dùng. Khi đó ràng buộc về thời gian sẽ là 

𝑎𝑥𝑛 + 𝑙𝑛 ≤ 𝑇, ở đó 𝑇 là toàn bộ thời gian có thể sử 

dụng trong mỗi giai đoạn. 

Gọi 𝑢 là hàm lợi ích của doanh nghiệp và 𝛽 là 

hệ số kiên nhẫn qua các giai đoạn. Khi đó vấn đề của  

doanh nghiệp là tối ưu lợi ích toàn giai đoạn, tức là:  

 max ∑ 𝛽𝑛𝑢(𝑥𝑛
∞
𝑛=0 )   (1) 

với các ràng buộc về ngân sách và thời gian như 

sau: (∀𝑛 ≥ 0) 

𝑥𝑛 + 𝑘𝑛+1 ≤ (1 − 𝛿)𝑘𝑛 + 𝐹(𝑘𝑛 , 𝑙𝑛),      (2) 

 𝑎𝑥𝑛 + 𝑙𝑛 ≤ 𝑇,                                             (3) 

 𝑥𝑛, 𝑙𝑛 , 𝑘𝑛 ≥ 0.                                            (4) 

2.2. Các giả thiết của mô hình 

Những giả thiết sau đây về hàm lợi ích và hàm sản 

xuất đều là những điều kiện quen thuộc và phù hợp 

hành vi trong các mô hình kinh tế năng động. 

Hàm 𝐹(𝑘, 𝑙) khả vi liên tục cấp 2, tăng ngặt theo 

từng biến, thỏa mãn điều kiện 𝐹(0, 𝑙) = 𝐹(𝑘, 0) = 0 

với mọi (𝑘, 𝑙) ∈ 𝑅+
2 . Tức là cần cả hai yếu tố là vốn 

và thời gian để tiến hành sản xuất, và nếu tăng một 

trong hai yếu tố thì sản lượng sẽ tăng. Hơn nữa 𝐹 là 

hàm lõm có các đạo hàm riêng cấp 1 thỏa mãn 

𝐹1(0, 𝑙) = 𝐹2(𝑘, 0) = ∞. Điều này thể hiện sự tăng 

sản lượng sẽ là đột biến khi các yếu tố đầu vào thay 

đổi trạng thái tại 0, đồng thời phù hợp với quy luật 

hiệu suất cận biên giảm dần.  

Hàm lợi ích 𝑢(𝑥) là hàm lõm, 𝑢′′(𝑥) < 0, tăng 

ngặt và khả vi liên tục cấp 2, thỏa mãn điều kiện Inada 

𝑢′(0) = ∞. Điều kiện này phản ánh lợi ích của doanh 

nghiệp sẽ tăng khi bán được thêm nhiều hàng hóa ra 

thị trường, tuy nhiên khi tổng lượng hàng tăng thì tỷ 

suất lợi nhuận (tức là tỷ lệ lợi nhuận trên một đơn vị 

sản phẩm) lại giảm.   

Ngoài ra, giả sử rằng với mỗi vốn khởi điểm 𝑘0 > 0 

tồn tại các dãy {𝑘𝑛}, {𝑥𝑛}, {𝑙𝑛} thỏa mãn các ràng buộc 

trên sao cho tổng lợi ích đa giai đoạn hội tụ: 

  ∑ 𝛽𝑛𝑢(𝑥𝑛
∞
𝑛=0 ) > −∞.                         (5) 

3. Một số kết quả chính 

3.1. Tối ưu hóa ngân sách và thời gian  

Với vốn khởi điểm 𝑘0 > 0, nếu dãy chiến lược 

{(𝑥𝑛
∗ , 𝑘𝑛

∗ , 𝑙𝑛
∗ )}𝑛=0

∞  thỏa mãn các điều kiện (2), (3), (4) 

và làm tối ưu hóa lợi ích (1) của doanh nghiệp thì: 

   𝑘𝑛+1
∗ = 𝐹( 𝑘𝑛

∗ , 𝑙𝑛
∗ ) + (1 − 𝛿)𝑘𝑛

∗ +
 𝑙𝑛

∗ − 𝑇

𝑎
          (6) 

   𝑎 𝑥𝑛
∗ + 𝑙𝑛

∗ = 𝑇                                                           (7) 

   0 <  𝑙𝑛
∗ < 𝑇,   𝑘𝑛

∗ > 0,   𝑥𝑛
∗ > 0.                             (8) 

Đẳng thức (7) cho thấy cần phải sử dụng hết toàn 

bộ thời gian cho phép T để có thể đạt lợi ích lớn nhất. 

Đẳng thức (6) thể hiện ràng buộc về ngân sách (2) xảy 

ra dấu “=” tại trạng thái tối ưu, hơn nữa biểu diễn này 

cũng cho phép doanh nghiệp xác định số vốn cần thiết 

cho giai đoạn tiếp theo  𝑘𝑛+1
∗  được tính dựa trên các 

số liệu đã thực hiện ở giai đoạn trước đó.  

3.2. Sự ổn định của chiến lược đầu tư  

Trong mô hình trên, các dãy phương án tối ưu 

{𝑥𝑛
∗ }, {𝑙𝑛

∗ }, {𝑘𝑛
∗ } đều hội tụ khi 𝑛 dần ra vô hạn. Đây 

là một kết quả rất mạnh của mô hình, cho thấy có thể 

đề ra một chiến lược đầu tư tối ưu toàn giai đoạn cho 

doanh nghiệp, giúp doanh nghiệp có kế hoạch đầu tư 

dài hạn và ổn định.   

Gọi  𝑥̅, 𝑙,̅ 𝑘̅ lần lượt là các giá trị ổn định của dãy 

lượng hàng bán được, thời gian sản xuất và lượng vốn 

đầu tư tại trạng thái tối ưu, tức là: 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛
∗ = 𝑥̅ ,   lim

𝑛→∞
𝑙𝑛

∗ = 𝑙 ̅,   lim
𝑛→∞

𝑘𝑛
∗ = 𝑘̅. 

Các giá trị này có thể tính được từ hệ: 

𝑥̅ = 𝐹(𝑘̅, 𝑙)̅ − 𝛿 𝑘̅,  (9) 

𝑎 𝑥̅ + 𝑙 ̅ = 𝑇,  (10) 

𝐹1
′(𝑘̅, 𝑙)̅ =

1

𝛽
− 1 + 𝛿. (11) 

Với vốn khởi điểm 𝑘0 > 0 thì trạng thái ổn định 

là duy nhất. Hơn nữa, nếu vốn khởi điểm 𝑘0 < 𝑘̅ thì 
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dãy vốn tối ưu {𝑘𝑛
∗ } là dãy tăng và dần tới 𝑘̅, nếu vốn 

khởi điểm 𝑘0 > 𝑘̅ thì dãy vốn tối ưu {𝑘𝑛
∗ } là dãy 

giảm và cũng dần tới 𝑘̅. Điều này cho thấy doanh 

nghiệp sẽ luôn có xu hướng điều chỉnh vốn đầu tư về 

giá trị 𝑘̅ bất kể vốn đầu tư ban đầu bằng bao nhiêu. 

Đẳng thức (11) cho phép đánh giá chi phí đầu tư 

tối ưu. Chi phí này đúng bằng sự biến thiên của vốn 

đầu tư tại trạng thái ổn định. 

3.3. Ảnh hưởng của thời gian vận chuyển đến 

chiến lược tối ưu   

Kết quả của mô hình phù hợp với quan sát thực tế 

rằng thời gian dành cho sản xuất (và do đó, sản lượng 

của doanh nghiệp) tỉ lệ nghịch với hệ số 𝑎 của thời 

gian vận chuyển. Nếu 𝑎 dần đến 0 thì 𝑙 ̅ dần tới 𝑇, 

tức là toàn bộ thời gian sẽ dành cho sản xuất. Nếu 𝑎 

dần đến +∞ thì 𝑥 ̅ dần tới 0, có nghĩa là nếu thời 

gian vận chuyển quá lớn thì doanh nghiệp không thể 

đưa được sản phẩm đến với người tiêu dùng.  

Hệ số thời gian 𝑎 ảnh hưởng trực tiếp đến chính 

sách vốn của doanh nghiệp, tức là đến việc lựa chọn 

dãy vốn tối ưu {𝑘𝑛
∗ } và giá trị vốn ổn định 𝑘̅. Về mặt 

dài hạn, doanh nghiệp thực hiện chiến lược đầu tư vốn 

bằng 𝑘̅  ở mỗi giai đoạn. Nếu có thay đổi của thị 

trường liên quan đến thời gian vận chuyển 𝑎  thì 

doanh nghiệp có hướng điều chỉnh chính sách vốn phù 

hợp. Ví dụ cụ thể ở phần cuối bài báo cho thấy mối 

liên quan trực tiếp giữa 𝑎 và 𝑘̅.     

Các đánh giá định tính hơn phụ thuộc vào các hệ 

số ban đầu và quy luật lợi ích cũng như quy luật sản 

xuất (dạng hàm số) của mô hình. Hơn nữa, liên quan 

đến hệ số thời gian này, các chiến lược về vốn cũng 

được điều chỉnh để doanh nghiệp có thể tối ưu lợi ích 

dài hạn.  

4. Tóm tắt các chứng minh toán học  

Mô hình là phức tạp từ khía cạnh toán học. Một số 

kỹ thuật chứng minh dựa vào ý tưởng từ mô hình 

Ramsey [4] và mở rộng của Le-Van [3]. Sau đây là 

tóm tắt các bước chứng minh. 

1. Đẳng thức (7) nhận được từ tính chất tối ưu của 

dãy {(𝑥𝑛
∗ , 𝑘𝑛

∗ , 𝑙𝑛
∗ )}𝑛=0

∞ . 

Bằng phản chứng dễ thấy tồn tại một chỉ số 𝑁 sao 

cho 𝑙𝑁
∗ > 0. Với số 𝑁 đó, đẳng thức (6) được thoả 

mãn. Sau đó dựa vào tính chất tối ưu của dãy 

{(𝑥𝑛
∗ , 𝑘𝑛

∗ , 𝑙𝑛
∗ )}𝑛=0

∞  để chứng minh (6) và (8) đúng với 

mọi chỉ số 𝑛. 

Việc chứng minh thành công (6), (7) và (8) là bước 

quan trọng để đưa bài toán về tình huống có thể sử 

dụng được các kết quả của mô hình Ramsey [4]. 

2. Với mỗi 𝑘 > 0, xét hàm tập hợp: 

𝑆(𝑘) = { 𝑘′ ≥ 0 sao cho ∃(𝑥, 𝑙) ∈ ℝ+
2 ,                  

                    𝑥 + 𝑘′ ≤ (1 − 𝛿)𝑘 + 𝐹(𝑘, 𝑙), 𝑎𝑥 + 𝑙 ≤ 𝑇} 

Tập hợp 𝑆(𝑘) khác rỗng, là tập lồi và compact.  

3. Xét hàm số (hàm lợi ích gián tiếp một thời điểm) 

với 𝑘′ ∈ 𝑆(𝑘): 

 𝑈(𝑘, 𝑘′) = max
(𝑥,𝑙)

𝑢(𝑥)  (12) 

sao cho: 

 𝑥 + 𝑘′ ≤ (1 − 𝛿)𝑘 + 𝐹(𝑘, 𝑙), (13) 

  𝑎𝑥 + 𝑙 ≤ 𝑇, 𝑥 ≥ 0.  (14) 

Hàm Lagrange tương ứng của bài toán (12) là: 

ℒ = 𝑢(𝑥) + 𝜆[𝐹(𝑘, 𝑙) + (1 − 𝛿)𝑘 − 𝑥 − 𝑘′] 

+𝜇[𝑇 − 𝑎𝑥 − 𝑙]. 

Sử dụng điều kiện Karush-Kuhn-Tucker suy ra có 

duy nhất (𝑥∗, 𝑙∗) là nghiệm của (12) và thoả mãn (13), 

(14). Hơn nữa, theo định lí hàm ẩn và định lí bao, tại 

điểm tối ưu hàm 𝑈 có các đạo hàm riêng thoả mãn:  

   𝑈1
′(𝑘, 𝑘′) = 𝜆[𝐹1

′(𝑘, 𝑙∗) + (1 − 𝛿)], 

𝑈2
′ (𝑘, 𝑘′) = −𝜆,                                         

𝑈12
′′ (𝑘, 𝑘′) = 𝜆′(𝑘) > 0,  (15) 

với 𝜆 = 
𝑢′(𝑥∗)

1+𝑎 𝐹2
′(𝑘,𝑙∗) 

. 

Từ đó suy ra hàm số 𝑈 là hàm lõm, tăng theo biến 

thứ nhất và giảm theo biến thứ hai.  

Kết quả này cùng với cấu trúc đã chứng minh của 

tập 𝑆(𝑘) cho phép áp dụng các tính chất liên quan 

đến giải tích lồi trong mô hình Ramsey mở rộng [3]. 

4. Bài toán (1) ban đầu của mô hình trở thành:  

max
𝑘𝑛+1∈𝑆(𝑘𝑛)

∑ 𝛽𝑛𝑈(𝑘𝑛, 𝑘𝑛+1).∞
𝑛=0  (16) 

Do hàm 𝑈  liên tục, là hàm lõm và tập 𝑆(𝑘) 

compact nên bài toán (16) có nghiệm duy nhất. Gọi 

{𝑘𝑛
∗ }𝑛=0

∞  là dãy nghiệm tối ưu của (16). Sử dụng kết 

quả (15), áp dụng [3, 4] suy ra dãy tối ưu là đơn điệu 

và thoả mãn phương trình Euler: 

𝑈2
′ (𝑘𝑛

∗ , 𝑘𝑛+1
∗ ) + 𝛽𝑈1

′(𝑘𝑛+1
∗ , 𝑘𝑛+2

∗ ) = 0 (17) 

5. Với 𝛿 > 0, sử dụng phản chứng để chứng tỏ 

dãy {𝑘𝑛
∗ }𝑛=0

∞  bị chặn. Do đó tồn tại giới hạn 𝑘̅. Từ 

đó có thể suy ra sự tồn tại giới hạn của các dãy 

{𝑥𝑛
∗ }, {𝑙𝑛

∗ }. Đẳng thức (9), (10) nhận được từ (6), (7) 

khi cho 𝑛 dần ra vô hạn. Đẳng thức (11) có được do 

kết quả của bài toán (12). 

5. Một ví dụ minh họa 

Xét mô hình cụ thể với lợi ích tức thời dạng hàm 

mũ 𝑢(𝑥) = 𝑥2/3, hàm sản xuất dạng Cobb-Douglas 

𝐹(𝑘, 𝑙) = √𝑘 𝑙 . Giả sử hệ số khấu hao 𝛿 = 1, tức là 
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toàn bộ vốn của mỗi giai đoạn sẽ khấu hao hết trước 

khi bước vào giai đoạn tiếp theo. Coi tổng thời gian 

có được trong mỗi giai đoạn là 𝑇 = 1, có thể coi như 

1 đơn vị thời gian. Giả sử hệ số kiên nhẫn là 𝛽 = 0,6.   

Khi đó doanh nghiệp cần tối ưu lợi ích toàn giai đoạn:  

                             max ∑ 0,6𝑛𝑥𝑛

2
3

∞

𝑛=0

                            

Với các ràng buộc về ngân sách và thời gian như 

sau: (∀𝑛 ≥ 0) 

 𝑥𝑛 + 𝑘𝑛+1 ≤ √𝑘𝑛𝑙𝑛 ,                                  

 𝑎𝑥𝑛 + 𝑙𝑛 ≤ 1,                                              

 𝑥𝑛, 𝑙𝑛 , 𝑘𝑛 ≥ 0.                                              

Chiến lược đầu tư đạt trạng thái ổn định với lượng 

vốn đầu tư 𝑘̅ được tính cụ thể: 

𝑘̅ =
0,09

0,21𝑎 + 1
 .                                        

Biểu đồ sau đây cho thấy sự biến thiên của vốn 𝑘̅ 

đối với thời gian vận chuyển hàng hoá. 

6. Kết luận  

Bằng công cụ toán học lí thuyết, bài báo đã xây 

dựng một mô hình tăng trưởng tối ưu mới. Các kết quả 

nhận được là khá mạnh, cụ thể đã đưa ra được dãy 

phương án tối ưu cho mô hình, hơn nữa dãy phương 

án về vốn là dãy đơn điệu và hội tụ về trạng thái ổn 

định. Từ đó doanh nghiệp có thể xây dựng một chiến 

lược kinh doanh ổn định để đạt lợi ích lớn nhất. Hơn 

nữa mô hình đưa ra là tổng quát với rất nhiều tham số 

đầu vào, giúp cho chiến lược nhận được là linh hoạt, 

doanh nghiệp có thể điều chỉnh thời gian vận chuyển 

(và do đó thời gian lao động cũng như lượng vốn đầu 

tư) hợp lý phù hợp với biến động của thị trường. 

Những kết quả này có thể mở rộng theo nhiều 

hướng khả thi. Chẳng hạn có thể phát triển thành mô 

hình cân bằng tổng quát, với nền kinh tế trao đổi và 

xác định giá từ trong mô hình. Ngoài ra có thể xem 

xét chi phí vận tải dạng phi tuyến, giúp cho mô hình 

càng gần với thực tế hơn. Mặt khác, có thể xem xét 

bài toán với những hệ số đầu vào là ngẫu nhiên, điều 

này phù hợp với thực tế rằng doanh nghiệp luôn sẵn 

sàng đón nhận những sốc ngẫu nhiên từ thị trường.  
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